6- Mavzu: Funksiyaning botiqligi va qavariqligi, burilish nuqtasi.
REJA
1. Funksiyalarning qavariqlik va botiqlik intervallari;
2. Burilish nuqtalari va asimptotalarini izlash;
3. Funksiyaning grafigini yasashda hosilaning tadbig’i.
Egri chiziqning qavariqligi va botiqligi. Aytaylik, f(x) funksiya x=x0 nuqtada f’(x0) hosilaga ega, ya’ni funksiya grafigining M(x0,f(x0)) nuqtasidan novertikal urinma o‘tkazish mumkin bo‘lsin.
1-ta’rif. Agar x=x0 nuqtaning shunday atrofi mavjud bo‘lib, y=f(x) egri chiziqning bu atrofdagi nuqtalarga mos bo‘lgan bo‘lagi shu egri chiziqqa M(x0,f(x0)) nuqtasidan o‘tkazilgan urinmadan pastda (yuqorida)  joylashsa, u holda f(x) funksiya  x=x0 nuqtada qavariq (botiq) deyiladi.
Agar egri chiziq biror intervalning barcha nuqtalarida qavariq (botiq) bo‘lsa, u holda bu chiziq shu intervalda qavariq (botiq) deyiladi. 33-rasmda qavariq va 34-rasmda botiq egri chiziqlar chizilgan.

        















Egri chiziq nuqtasining ordinatasini y bilan, shu egri chiziqqa M(x0,f(x0)) nuqtasida o‘tkazilgan urinmaning x ga mos ordinatasini Y bilan belgilaylik. Ravshanki, agar x0 nuqtaning biror atrofidan olingan barcha x lar uchun y-Y  0 (y-Y  0) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda egri chiziq x=x0 nuqtada qavariq (botiq) bo‘ladi. (35-,36-rasmlar)
1-teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya X oraliqda aniqlangan va x0X nuqtada ikkinchi tartibli hosilasi mavjud bo‘lsin. Agar f’’(x0)>0 bo‘lsa, u holda funksiya grafigi x0 nuqtada botiq; agar f’’(x0)<0 bo‘lsa, u holda funksiya grafigi x0 nuqtada qavariq bo‘ladi.
[image: ][footnoteRef:1] [1:  C.Canuto, A.Tabacco mathematical analysis I 2008 -191page] 

Isboti. Faraz qilaylik f’’(x0)>0 bo‘lsin. Quyidagicha yordamchi funksiya kiritamiz: F(x)=y-Y, ya’ni F(x)=f(x)-f(x0)-f’(x0)(x-x0). Ravshanki F(x0)=0, F’(x)=f’(x)-f’(x0), F’’(x)=f’’(x) bo‘ladi. Bundan F’(x0)=f’(x0)-f’(x0)=0 va F’’(x0)=f’’(x0)>0 ekanligi kelib chiqadi. Demak, (ekstremum mavjudligining yetarli shartiga ko‘ra)  x0 nuqta F(x) funksiyaning minimum nuqtasi bo‘ladi, ya’ni  x0 nuqtaning biror atrofida F(x)F(x0)=0 bo‘ladi. F(x)=y-Y bo‘lganligidan yY tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu esa x0 nuqtaning aytilgan atrofida funksiya grafigi urinmadan yuqorida joylashishini, ya’ni funksiya grafigi x0 nuqtada botiq bo‘ladi. Teoremaning ikkinchi qismi shunga o‘xshash isbotlanadi.
Agar biror intervalda f’’(x)>0 ( f’’(x)<0 ) bo‘lsa, u holda  y=f(x) egri chiziq  shu intervalda botiq (qavariq) bo‘ladi. 
Misol. Ushbu y=x5 funksiya grafigining botiqlik, qavariqlik oraliqlarini aniqlang.
Yechish. Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz: y’’=20x3. Bundan, agar x>0 bo‘lsa,  y’’>0,  agar x<0 bo‘lsa y’’<0 bo‘ladi. Demak, (-;0) oraliqda egri chiziq qavariq, (0;+) oraliqda esa botiq bo‘ladi.
. Egri chiziqning burilish nuqtasi. Endi egri  chiziqning  burilish nuqtasi  tushunchasini  kiritamiz.
[image: ]2-ta’rif.  Agar x0 nuqtaning   shunday  (x0-;x0+) atrofi topilib,  f(x)  funksiya  (x0-;x0)  oraliqda  botiq (qavariq), (x0;x0+) oraliqda esa  qavariq (botiq) bo‘lsa,  u holda x0 nuqta y=f(x) egri chiziqning burilish  nuqtasi deyiladi. 
Agar burilish nuqtasida urinma mavjud bo‘lsa, u egri chiziqni kesib o‘tadi. (37-rasm)
2-teorema. Aytaylik y=f(x) funksiya x=x0 nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Agar x=x0 nuqta funksiyaning grafigining burilish  nuqtasi bo‘lsa, u holda shu nuqtada funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi mavjud va nolga teng yoki mavjud bo‘lmaydi.
[image: ][footnoteRef:2] [2:  C.Canuto, A.Tabacco mathematical analysis I 2008 -193page] 

Isboti.  Faraz qilaylik x0 nuqta f(x) ning burilish nuqtasi bo‘lsin. Teskarisini faraz qilamiz: f’’(x0) mavjud va f’’(x0)0 .  U holda  f’’(x0)<0 yoki f’’(x0)>0 bo‘ladi. 
f’’(x0)<0 (f’’(x0)>0) bo‘lgan holda 1-teoremaga binoan x0 nuqtaning biror   (x0-;x0+) atrofi topilib, bunda f(x) funksiya qavariq (botiq)  bo‘ladi.  Bu x0 ning burilish nuqta bo‘lishiga zid.  Demak,  burilish nuqtada f’’(x0)  nolga teng bo‘ladi yoki mavjud bo‘lmaydi.
f’’(x0)=0 bo‘lishi yoki f’’(x) ning mavjud bo‘lmasligi burilish nuqtasi  mavjudligiinng faqat zaruriy sharti bo‘lib, yetarli shart bo‘la olmaydi.  Masalan,  y=x4 funksiya  uchun y’=4x3, y’’=12x2  va y’’(0)=0  bo‘ladi. Lekin,  x=0  burilish nuqtasi emas.
Endi burilish nuqtasi mavjudligining yetarli shartini tayinlovchi teoremani  keltiramiz.
3-teorema. Aytaylik f(x) funksiya x=x0 nuqtada differensiallanuvchi va x0 nuqtaning shunday (x0-; x0+) atrofi topilib, (x0-;x0) va (x0; x0+) intervallarda f’’(x) mavjud, hamda har bir intervalda f’’(x) ishorasi o‘zgarmas bo‘lsin. Agar x0 nuqtaning chap va o‘ng tomonlarida f’’(x) har xil ishorali bo‘lsa, x0 nuqta f(x) funksiyaning burilish  nuqtasi bo‘ladi; agar f’’(x) bir xil ishorali bo‘lsa, u holda x0 nuqtada burilish bo‘lmaydi. 
Isboti. Haqiqatan ham, x0-<x<x0 bo‘lganda f’’(x)<0 (f’’(x)>0) bo‘lsa, x0<x<x0+  bo‘lganda esa f’’(x)>0 (f’’(x)<0) bo‘lsa, 1-teoremaga ko‘ra x0 dan chapda  f(x) funksiya qavariq (botiq), x0 dan o‘ngda esa botiq (qavariq) bo‘ladi. Demak, x0 nuqta  f(x)  funksiyaning burilish  nuqtasi  bo‘ladi.
Agar (x0-;x0) va (x0; x0+) intervallarda f’’(x) bir xil ishorali, masalan f’’(x)<0 bo‘lsa, u holda bu intervallarda f(x) funksiya qavariq bo‘lib, burilish bo‘lmaydi. 
Shunday  qilib,  f(x) funksiyaning  burilish nuqtasini  aniqlash uchun  f’’(x)=0  tenglamani yechamiz hamda f’’(x) mavjud bo‘lmagan nuqtalarni topamiz. Hosil qilingan har bir x0  nuqtadan chapda va o‘ngda f’’(x) ning ishorasini   tekshiramiz.

1-misol. Ushbu   funksiyaning burilish nuqtasini toping.


Yechish. Funksiyaning aniqlanish sohasi - (-;+). Birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini topamiz: f’(x)= , . Ikkinchi tartibli hosila x=0 nuqtadan boshqa barcha nuqtalarda mavjud va noldan farqli. Bu nuqta atrofida 3-teorema shartlarini tekshiramiz. Agar x<0 bo‘lsa f’’(x)<0; x>0 bo‘lsa  f’’(x)>0 bo‘ladi. Demak,  grafikning (0;f(0)) nuqtasi burilish  nuqtasi bo‘ladi. 

2-misol. funksiyaning burilish nuqtasini toping. 

Yechish. Bu funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi  ga teng.




Agar  bo‘lsa, u holda f’’(x)=0 bo‘ladi. Demak,  bo‘lganda y’’=0. Bu nuqtadan  chapda va o‘ngda  y’’ ning ishorasini tekshiramiz: 0<x< bo‘lganda y’’<0,  x> bo‘lganda y’’>0 bo‘ladi.


Demak, grafikning (;) nuqtasi burilish nuqtasi bo‘ladi. 
3-misol. Quyidagi funksiyalarning qavariqlik, botiqlik intervallari va burilish nuqtalarini toping: 
a) y=x4+x3-18x2+24x-15;      b) y=x+x5/3
Yechish. a) funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini topamiz:
y’=4x3+3x2-36x+24, y’’=12x2+6x-36=12(x2+x/2-3).
Ushbu y’’=0 tenglamani yechib, x1=-2, x2=1,5 ekanligini topamiz.
Bundan (-;-2) va (1,5; ) oraliqlarda y’’>0, demak bu oraliqlarda grafik botiq bo‘ladi; (-2;1,5) oraliqda y’’<0, demak bu oraliqda grafik qavariq bo‘ladi. x1=-2 va x2=1,5 nuqtalardan o‘tishda ikkinchi tartibli hosila ishorasini o‘zgartiradi. Shu sababli         (-2;-127) va (1,5; -11,0625) nuqtalar burilish nuqtalari bo‘ladi.

b) funksiyaning hosilalarini topamiz: y’=1+, 

y’’= (x0). x=0 bo‘lganda ikkinchi tartibli hosila mavjud emas. x<0 bo‘lganda y’’<0, demak funksiya grafigi qavariq, x>0 bo‘lganda y’’>0, demak grafik botiq bo‘ladi. Ikkinchi tartibli hosila x=0 nuqtadan o‘tganda ishorasini o‘zgartiradi, shu sababli (0;0) nuqta burilish nuqtasi bo‘ladi.
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Proof. %5 Convex functions.

Corollary 6.37 If [ is differentiable tuice on T, then
a) f conves on I implies f"(x) 2 0 for allw € 1.

b1) "(2) >0 for all w € T implies f convew on I;

b2) §"(2) > 0 for all z < I implies f strictly convez on I
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Corollary 6.38 Let f be twice differentiable around zo.

a) I 2o is an inflection point, then f"(z0) = 0.

b) Assume ["(w0) = 0. If [ changes sign when crossing o, then zo is an
inflection point (ascending if J"(z) < 0 at the left of 7o and f"(x) > 0 at
its right, descending otherwise). If J does not change sign, o is not an
inflection point.
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