14-Mavzu:Aniq integral tushunchasiga olib keladigan masalalar. Integral yig‘indi, aniq integralning ta’rifi.
Reja:
1)Egri chiziqli trapetsiyaning yuzini topish masalasi
2)Aniq integralning ta’rifi
3)Darbu yig’indilari va ularning xossalari
4)Aniq integralning mavjudlik sharti

1.1. Yuza haqidagi masala. [a;b] kesmada uzluksiz va nomanfiy f(x) funksiya berilgan bo‘lsin. y=f(x) funksiyaning grafigi, Ox o‘q, x=a va x=b to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan tekis figura aABb egri chiziqli  trapetsiya deb ataladi.
Hususiy holda A bilan a nuqta yoki B va  b nuqtalar ustma-ust tushishi ham mumkin, yoki har ikki hol bir vaqtda yuz berishi mumkin. Bu hollarda ham qaralayotgan figura egri chiziqli trapetsiya deb yuritiladi.
[image: ]
2-rasm
aABb egri chiziqli trapetsiyaning yuzini topish talab qilinsin. Buning uchun [a;b] kesmani
                                        a=x0 <x1<x2<...<xn=b


nuqtalar yordamida n ta bo‘lakka  bo‘lib va bu nuqtalardan Oy o‘qqa parallel to‘g‘ri chiziqlar o‘tkazib, aABb egri chiziqli trapetsiyani n ta kichik egri chiziqli trapetsiyalarga bo‘lamiz. Endi har bir [xk-1,xk] kesma ichida ixtiyoriy  nuqta olamiz. Har bir trapetsiyada asosi [xk-1,xk] va balandligi f() bo‘lgan to‘g‘ri to‘trburchak chizamiz. Bu to‘g‘ri to‘trburchaklarning yuzalari 


f()(xk-xk-1)=f()xk, k=1,2,...,n
bo‘ladi. To‘g‘ri to‘rtburchaklar yuzlarining yig‘indisi esa  

                     Sn= 

orqali belgilaymiz. Agar =xk deb belgilasak va 0 bo‘lsa, (bu holda [a;b] ni mayda bo‘laklarga bo‘lishlar soni n cheksiz o‘sadi) Sn ifoda egri chiziqli trapetsiya yuziga tobora yaqinlasha boradi. Shuning uchun egri chiziqli trapetsiyaning yuzi deb



		S=Sn= 
ni qabul qilish tabiiydir. 
	
	O‘zgaruvchan kuch bajargan ish haqidagi masala. Faraz qilaylik, jism Ox o‘q bo‘ylab Ox o‘qdagi proeksiyasi x ning funksiyasi bo‘lgan F=f(x) kuch ta’sirida harakat qilayotgan bo‘lsin. Jism shu kuch ta’sirida a nuqtadan b nuqtagacha harakatlanganda bajarilgan ishni topish talab qilinsin. 
Buning uchun [a;b] ni n ta bo‘lakka bo‘lamiz:
a=x0<x1<x2<…<xn-1<xn=b. [xk-1,xk] bo‘lakdan ixtiyoriy k nuqtani tanlab olamiz va shu bo‘lakda jismga ta’sir etuvchi kuchni f(k) ga, uning bajargan ishini 
f(k)(xk -xk-1)=f(k)xk




ga teng deb qaraymiz. U holda  F=f(x) kuchning [a;b] da bajargan ishi taqriban  ga teng bo‘ladi. Ravshanki,  nolga intilsa,  bajarilgan ishni aniqroq ifodalaydi va uni A= deb olish mumkin.
Shunday qilib, yuqoridagi ikki masalani yechish ushbu


ko‘rinishdagi yig‘indining limitini hisoblash masalasiga olib keldi. Shunga o‘xshash ko‘pchilik geometrik, mexanik va h.k. masalalar shunday yig‘indilarning limitini izlashga keltiriladi.
Integral yig‘indi, aniq integralning ta’rifi
	Aytaylik,  f(x)  funksiya [a;b] da aniqlangan bo‘lsin.  [a;b]  kesmani 
          a=x0< x1< x2< ...<xn=b
nuqtalar bilan n ta bo‘lakka bo‘lamiz. [a;b] ni bo‘luvchi bu sonlar to‘plamini [a;b] ning bo‘linishi deb ataymiz va n bilan belgilaymiz:
n={x0, x1, …, xn| a=x0< x1< x2< ...<xn=b}.


Har bir elementar [xk-1,xk] (k=1,2,...,n) kesmada bittadan ixtiyoriy  nuqta tanlab, shu nuqtalarda funksiyaning f() qiymatlarini hisoblaylik va quyidagi yig‘indini tuzaylik:

                    S(n)= ,            (1)
bu yerda xk=xk-xk–1   [xk-1,xk] (k=1,2,...,n) kesmaning uzunligi.
Ushbu (1) yig‘indi  f(x)  funksiyaning [a;b] dagi integral yig‘indisi deb ataladi. 


 [a;b]  ning bo‘linishlari n va  har bir [xk-1,xk] kesmadan  nuqtalarni tanlash usullari cheksiz ko‘p bo‘lganligi sababli f(x) ning [a;b] dagi  (1) integral yig‘indilari to‘plami  cheksiz to‘plam bo‘ladi. =xk belgilash kiritamiz.

1-ta’rif. Agar  nolga intilganda f(x) ning [a;b] dagi (1) integral yig‘indisi chekli I limitga ega bo‘lib, bu limit [a;b] ning n bo‘linishlariga va  nuqtalarini tanlash usuliga bog‘liq bo‘lmasa, o‘sha I limit f(x) ning [a;b] dagi aniq integrali deyiladi va u 

                             
orqali belgilanadi:




             ()xk=
Bunday holda f(x) funksiya [a;b] da integrallanuvchi (yoki Riman ma’nosida integrallanuvchi) deyiladi.
Bu yerda ham aniqmas integraldagi kabi f(x)dx integral ostidagi ifoda,  f(x)- integral ostidagi funksiya,  x - integrallash o‘zgaruvchisi deb ataladi,  a va b esa mos ravishda integrallashning quyi va yuqori chegaralari deyiladi.

Aniq integralning  belgilanishi shu funksiyaning aniqmas integrali belgilanishiga o‘xshash. Bu tasodifiy emas. Aniq integralni hisoblash shu integral ostidagi funksiyaning aniqmas integralini hisoblashga keltiriladi, ularning belgilashlarining o‘xshashligi integrallash formulalarini eslab qolishni osonlashtiradi. Ammo aniq integral bilan aniqmas integral orasida muhim farq mavjud: f(x) funksiyaning [a;b] kesmadagi aniq integrali biror sondan iborat, shu funksiyaning aniqmas integrali esa uning barcha boshlang‘ich funksiyalarini ifodalaydi. Shu sababli bular turli tushunchalardir.
Aniq integral tushunchasiga olib kelgan birinchi masaladan aniq integralning geometrik ma’nosiga kelib chiqadi: geometrik nuqtai nazardan nomanfiy funksiyaning aniq integrali son jihatdan shu funksiyaga mos egri chiziqli trapetsiyaning yuziga teng bo‘ladi.
Aniq integral mavjud bo‘lishining zaruriy sharti
Teorema. Agar  f(x) funksiya [a;b] da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda bu funksiya  [a;b]  da chegaralangan bo‘ladi.
Isboti. Teskarisini faraz qilaylik. U holda f(x) funksiya [a;b] kesmaning n bo‘linishiga mos [xk-1,xk] (k=1,2,…,n) kesmalarning hech bo‘lmaganda birida chegaralanmagan bo‘ladi. Masalan, funksiya [xj-1,xj] da chegaralanmagan bo‘lsin. Integral yig‘indini quyidagicha yozish mumkin:

                              S(n )=A+f()xj ,




bunda     A= ()xk+ ()xk .



[xj-1,xj] da f(x) chegaralanmaganligidan shunday  [xj-1,xj] nuqta mavjudki,   |f()xj| >|A|+  tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. U holda 




  |S(n)| =|A+f()xj|  |f()xj|-|A| >|A|+  -|A|=
Demak,   0 da S(n) bo‘ladi va bundan integral yig‘indining chekli limiti mavjud emasligi kelib chiqadi. Bu esa f(x) ning integrallanuvchi ekanligiga zid bo‘ladi. Bu qarama - qarshilik teoremani isbot qiladi.
Shuni ham aytish kerakki, ba’zi bir chegaralangan funksiyalar integrallanuvchi bo‘lmasligi ham mumkin, ya’ni funksiyaning chegaralanganligi uning integrallanuvchi bo‘lishi uchun faqat zaruriy shart bo‘lib, yetarli shart bo‘la olmaydi. Masalan, 



funksiya (Dirixle funksiyasi) [-1;1] da chegaralangan. Shu funksiyaning kesmadagi integral yig‘indilarini olaylik. Agar har bir [xk-1, xk] kesmada  lar uchun faqat ratsional nuqtalar tanlab olinsa, 

 
[bookmark: _GoBack]bo‘ladi. 

	Agar har bir [xk-1, xk] kesmada  lar uchun faqat irratsional nuqtalar tanlab olinsa,

.

Demak,  S(n) integral yig‘indining limiti  nuqtalarni tanlab olish usuliga bog‘liqdir. Bu esa Dirixle funksiyasining integrallanuvchi emasligini ko‘rsatadi. 
  Darbu yig‘indilari va ularning xossalari
f(x) funksiya [a;b] da aniqlangan va chegaralangan bo‘lsin. [a;b] ning biror n bo‘linishini olib, quyidagi belgilashlarni kiritamiz:


          mk = f(x),       Mk = f(x)                      (1)  



          S(n)=mkxk ,      (n)= Mkxk                             (2)                                  
Bunda (2) yig‘indilar mos ravishda Darbuning quyi va yuqori  yig‘indilari deb ataladi. Funksiyaning chegaralanganligidan mk va Mk ning mos kesmada mavjudligi ravshandir. Umuman aytganda, (2) yig‘indilar integral yig‘indi bo‘lmaydi, chunki mk va Mk funksiyaning qiymatlari bo‘lmasligi mumkin (agar f(x) uzluksiz funksiya bo‘lsa, (2) yig‘indilar f(x) funksiyaning integral yig‘indilari bo‘ladi).
Darbu yig‘indilarining uchta asosiy xossasi mavjud.
(I)  Har qanday n bo‘linish uchun  

                         S(n)  S(n) (n)
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. [image: ][footnoteRef:1] [1:  C.Canuto, A.Tabacco mathematical analysis I 2008 -322page
] 



Isboti.  Ixtiyoriy  [xk-1,xk]  uchun  mk f()Mk ,       




S=    =. 

Shuni ta’kidlash lozimki, berilgan n bo‘linish uchun Darbuning quyi va yuqori yig‘indilari yagona bo‘ladi, lekin integral yig‘indi, har bir qism kesmadan  nuqtalarni tanlash evaziga cheksiz ko‘p bo‘ladi.
(II) [a;b] ning bo‘linish nuqtalari sonini oshirish natijasida quyi yig‘indilar kamaymaydi, yuqori yig‘indilar esa o‘smaydi.

Isboti.  [a;b]  ning n bo‘linishi uchun quyi yig‘indi S1 bo‘lsin. Endi bo‘linish nuqtalarni ortiramiz. Masalan, [xk-1,xk] ni  nuqta yordamida ikkiga bo‘lamiz. Hosil bo‘ladigan yangi quyi yig‘indini S2  deb belgilaymiz. 


S1= +mk xk+,




S2= +mk’(-xk-1)+mk”(xk-)+  ,



bunda mk’=f(x), mk”=f(x).
Ma’lumki, to‘plamning aniq quyi chegarasi qism to‘plamining aniq quyi chegarasidan katta emas. Buni e’tiborga olsak, mk’  mk , mk”  mk  va 




mk’(-xk-1)+mk”(xk-)  mk(-xk-1)+mk(xk-)=mk(xk-xk-1)=mkxk 
munosabat o‘rinli.
Demak,  S2  S1 bo‘ladi.
Yuqori yig‘indiga bog‘liq bo‘lgan hol shunga o‘xshash isbotlanadi.
(III) [a;b] ning har qanday bo‘linishidagi quyi yig‘indi har qanday boshqa bo‘linishdagi yuqori yig‘indidan katta emas. 








Isboti.  bo‘linishdagi yig‘indilar S1  va  bo‘lsin,  bo‘linishdagi  yig‘indilarni  S2  va  deb belgilaylik. Endi,  va  lardagi bo‘linish nuqtalarni birgalikda olib, yangi  bo‘linishni va unga mos  S3  va   larni hosil qilamiz. 
(II) ga ko‘ra  

		S1  S3 va  ,  

(I) ga ko‘ra   S3 . Shuning uchun 


S1  S3       yoki   S1 . 
Demak, quyi yig‘indilar to‘plami yuqoridan, yuqori yig‘indilar to‘plami esa quyidan chegaralangan bo‘ladi.
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Based on this fact, we can introduce the definite integral.

Definition 9.21 One calls definite integral of f over [a,b] the number
b
f f(2)dz = lim s, = lim S,
, e

(which we read integral from a to b of f(z)dx or just integral from a to b

of f).
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