16-Mavzu: Aniq integralning xossalari. O‘rta qiymat haqidagi teoremalar.
                        Reja:
1. Aniq integralning xossalari
2. O‘rta qiymat haqidagi teoremalar
3. Misollardan namunalar.

Avval aniq integralning tenglik bilan ifodalanadigan xossalarini qaraymiz.

10.  .
Isboti. Haqiqatan ham, bunda f(x)=1 va ta’rifga ko‘ra

 bo‘ladi.
	20. Agar f(x) funksiya [a;b] da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda kf(x) (k=sonst)  ham integrallanuvchi va 

                     
bo‘ladi.

	Isboti. Haqiqatan, .


	Demak,     mavjud va uning qiymati  ga teng.                
	30. Agar f1(x) va f2(x) funksiyalar [a;b] da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda  f1(x) f2(x)  ham [a;b] da integrallanuvchi va 

           
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isboti. Bu xossa avvalgi xossa kabi isbotlanadi. Bu xossa qo‘shiluvchilar soni chekli (ikkitadan ko‘p) bo‘lganda ham o‘rinli bo‘ladi.

40. , ya’ni integrallash chegaralari o‘rnini almashtirsak, aniq integral ishorasini qarama-qarshisiga o‘zgartadi.



Isboti.  integral a<b hol uchun aniqlangan edi. Agar a>b bo‘lsa, 40 xossa aniq integral ta’rifiga qo‘shimcha sifatida qaraladi. Bu xossani quyidagicha talqin qilish mumkin:  va  integrallari ishorasi bilan farq qiladigan integral yig‘indilarning limiti bo‘ladi.

50. (Aniq integralning additivlik xossasi) Agar f(x) funksiya uchun  mavjud bo‘lsa, u holda quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:

                                   (1)
Isboti. a<c<b bo‘lsin. [a;b]  ni shunday n ta bo‘lakka bo‘lamizki, c=xm bo‘linish nuqtalaridan biri bo‘lsin. U holda 


va   [image: ]

 bo‘lgani uchun bu yerdan (1) kelib chiqadi.

Agar a < b < c  bo‘lsa, u holda  

bo‘lib, bundan  bo‘ladi.
Shunday qilib, c  nuqta [a;b]  ning ichki yoki tashqi nuqtasi bo‘lishidan qat’iy nazar (1) tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Endi aniq integralning tengsizlik bilan ifodalanadigan xosslarini o‘rganamiz. 

60. Agar  [a;b]  da  f(x) integrallanuvchi va f(x)0  bo‘lsa, u holda   0  bo‘ladi.

Isboti.  f()0 , k=1,2,...,n  va xk=xk-xk–1 >0  bo‘lgani uchun 

xk0 bo‘ladi. Bu tengsizlikda limitga o‘tsak


=0
[image: ]kelib chiqadi.
70. (Aniq integralning monotonlik xossasi) Agar  [a;b] da f(x) va (x) lar integrallanuvchi va  (x)f(x) bo‘lsa, u holda 


                 (x)dx  (x)dx 
bo‘ladi.
                                                                                                 3-rasm


Isboti: [a;b] ning ixtiyoriy bo‘linishi uchun , k=1, 2, ..., n. Demak,  bo‘ladi. Bundan                                                                             



, yoki  (x)dx (x)dx kelib chiqadi.
	3-rasmda 70 xossaning geometrik talqini berilgan. (x)f(x) bo‘lganligi sababli aA2B2b egri chiziqli trapetsiyaning yuzi aA1B1b egri  chiziqli trapetsiyaning yuzidan katta emas.

80. Agar [a;b] da f(x) uzluksiz bo‘lib, f(x)0 va f(x) aynan nolga teng  bo‘lmasa, u holda  >0  bo‘ladi.








Isboti.  f(x) aynan nolga teng  bo‘lmaganligi sababli [a;b] kesmada  shunday  nuqta topilib, bu nuqta uchun f()>0 bo‘ladi. f(x) ning uzluksizligiga ko‘ra  ning shunday (;) atrofi mavjudki, (;)[a;b] va bu oraliqning barcha nuqtalari uchun ham f(x)>0 o‘rinli bo‘ladi. U holda =++ va 60-xossadan    kelib chiqadi. f(x) uzluksiz bo‘lgani uchun  da u eng kichik qiymatga erishadi. Bu eng kichik qiymatni m bilan belgilaymiz.  da f(x)>0 bo‘lganligi uchun m>0 bo‘ladi. Shuning uchun 



 = m() >0, 


va bundan >0 kelib chiqadi. [image: ][footnoteRef:1] [1:  C.Canuto, A.Tabacco mathematical analysis I 2008 -321page
] 

1-izoh. Umumiy holda 60-xossadagi tengsizlik qat’iy bo‘la olmaydi. Haqiqatdan ham,

		 
funksiya 60 xossadagi shartlarni qanoatlantiradi. Shu bilan birga

		

ya’ni  (qat’iy tengsizlik bajarilmaydi).

>0 bo‘lishi uchun f(x) funksiya [a;b] kesmada  80 xossa shartlarini qanoatlantirishi yetarli.

90. Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada integrallanuvchi bo‘lsa, u holda  funksiya ham shu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi va 

		
tengsizlik o‘rinli.

Isboti.  f(x) funksiya [a;b] da integrallanuvchi bo‘lsin. U holda ixtiyoriy >0 son olinganda ham shunday >0 son topiladiki, < bo‘lgan har qanday  bo‘linishga nisbatan

		

bo‘ladi. Ravshanki,  lar uchun

		
tengsizlik o‘rinli bo‘lib, undan quyidagi

		



tengsizlik kelib chiqadi. Demak,  tengsizlik o‘rinli, bunda  -  funksiyaning [xk-1;xk] dagi tebranishi. Natijada

		<

bo‘ladi. Bundan esa  funksiyaning [a;b] kesmada integrallanuvchiligi kelib chiqadi.
Shuningdek, 

			
tengsizlikda 0 da limitga o‘tsak, izlanayotgan tengsizlik kelib chiqadi.

2-izoh. f(x) funksiya [a;b] da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda  ham integrallanuvchi bo‘lishini ko‘rib o‘tdik. Bunga teskari bo‘lgan xulosa, umuman aytganda, noto‘g‘ri bo‘ladi. Masalan,

		 
funksiya uchun

		

Demak, [a;b] da  funksiya integrallanuvchi bo‘ladi, lekin f(x) ning o‘zi Dirixle funksiyasi kabi integrallanuvchi emas.
100. (Aniq integralni baholash) Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada integrallanuvchi va m f(x) M bo‘lsa, u holda

m(b-a) M(b-a)                                 (2)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
[image: ]Isboti. Shartga ko‘ra ixtiyoriy x[a;b] uchun m f(x) M. Bu tengsizlikka 70 xossani, so‘ngra 20 va 10 xossalarni  tatbiq etamiz:





 m(b-a) M(b-a).                                                           4-rasm
4-rasmda [a,b] da f(x)0 bo‘lgan hol uchun 100 xossaning geometrik talqini berilgan. aA1B1b to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi m(b-a) ga, aA2B2b to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi M(b-a) ga teng.  (2) tengsizlikdan egri chiziqli trapetsiyaning   yuzi birinchi to‘g‘ri to‘rtburchak yuzidan kichik emas, ikkinchi to‘g‘ri to‘rtburchak yuzidan katta emasligi kelib chiqadi.

1-misol.  integralni baholang.




Yechish. [0;1] kesmada    tengsizlik o‘rinli. Bundan  ekanligi kelib chiqadi. (2) formulaga ko‘ra  yoki  


2-misol.  va   integrallarni solishtiring.



Yechish. [0;1] kesmada  bo‘lganligi sababli  bo‘ladi.
O‘rta qiymat haqidagi teoremalar
1-teorema. Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda bu kesmada shunday c  nuqta topiladiki,

=f(c)(b-a)                              (1)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isboti.  f(x) funksiya [a;b] kesmada integrallanuvchi. Demak 100-xossaga ko‘ra  m(b-a) M(b-a)   tengsizlik o‘rinli. Bundan

[image: ]
tengsizlik hosil bo‘ladi. Endi Boltsano-Koshining 2-teoremasiga asosan [a;b] kesmada shunday c nuqta topiladiki, 


f(c)= , yoki   =f(c)(b-a)
bo‘ladi.                                                                                          5-rasm

Ushbu tenglikning mohiyati quyidagicha:  bo‘lganda tenglikning chap tomoni egri chiziqli trapetsiyaning yuzini, o‘ng tomoni f(c)(b-a) ifoda esa to‘g‘ri  to‘rtburchak yuzini ifoda qiladi (5-rasm).      
Demak, y=f(x) funksiyaning grafigida shunday  M(c;f(c)) nuqta mavjudki,                                             
tomonlarining uzunliklari f(c) va b-a bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi yuqoridan y=f(x)0, quyidan Ox o‘q bilan va x=a, x=b vertikal to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning yuziga teng bo‘ladi. Boshqacha aytganda, f(x) funksiyaning [a;b] da qabul qiladigan barcha qiymatlarining o‘rta arifmetigi f(c) ga teng bo‘ladi, ya’ni 

                                        (2)
	Bunda  f(c)-berilgan f(x) funksiyaning [a;b] kesmadagi o‘rta qiymati deyiladi.

[bookmark: _GoBack]Misol.  funksiyaning [1;2] kesmadagi o‘rta qiymatini toping.

	Yechish. (2) formulaga ko‘ra , demak, funksiyaning o‘rta qiymati ln2 ga teng ekan.
2-teorema. Agar  [a;b] da f(x) va (x) lar uzluksiz, (x) 0 (yoki 0) bo‘lsa, u holda [a;b] da shunday c  nuqta topiladiki, 


(x)dx= f(c)(x)dx                        (3)
o‘rinli bo‘ladi.




Isboti. f(x) va (x) uzluksizligidan  (x)dx,  (x)dx integrallar mavjud bo‘ladi. Veyershtrass teoremasiga ko‘ra, f(x)=M,    f(x)=m lar mavjud va mf(x)M. (x)0 bo‘lgani uchun m(xf(x)(x M(x) kelib chiqadi. U holda 



                m (x)dx  (x)dx  M (x)dx .
Bu yerda ikki hol bo‘lishi mumkin.


     I-hol: (x)dx=0 bo‘lsin. Ravshanki, bu holda so‘ngi tengsizlikdan (x)dx =0 kelib chiqadi va (3) tenglik o‘rinli bo‘ladi.



     II-hol: (x)dx>0 bo‘lsin. U holda  m  M tengsizlik o‘rinli. [a;b]  da f(x) funksiya uzluksiz bo‘lgani uchun shunday c  nuqta topiladiki,   bo‘ladi.   Bu tenglikdan (3) tenglik kelib chiqadi.
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‘We discuss now the extension of the notion of definite integral. If f is continuous
on [a,b] and 2* denotes an interior point of the interval, it is possible to prove

/:/(1)(11:/0 f(r)dﬁ/:/(z)dz

This formula’s meaning is evident, and it suggests how to define integrals of
piecewise-continuous maps. Let 2o = ¢ < z; < ... < Ty < T;n = b be the
points where f is not continuous, lying between a and b (assuming the latter
might be discontinuity points too). Let f; be the restriction of f to the interior of
[#i—1,] that extends f continuously at the boundary
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