1-Mavzu: Hosilaning ta’rifi, uning geometrik va mexanik ma’nolari. Egri chiziq urinmasi va normalining tenglamalari. Differensiallanuvchi funksiyaning uzluksizligi
REJA 
1. Funksiya hosilasining ta’rifi.
1. Uning geometrik va mexanik ma’nolari.
1. Egri chiziq urinmasi va normalining tenglamalari.
1. Hosilaga ega bo‘lgan funksiyaning uzluksizligi.[image: ]
[image: ]
Funksiya hosilasining ta’rifi.[footnoteRef:1] Aytaylik [image: ] funksiya [image: ] intervalda aniqlangan bo‘lsin. Bu intervalga tegishli [image: ] nuqta olib, unga shunday [image: ]orttirma  beraylikki, [image: ] bo‘lsin. Natijada [image: ] funksiya ham [image: ] nuqtada  [image: ] orttirmaga ega bo‘ladi. [1:  Сlaudio Canuto, Anito Tabacco. Mathematical analysis I.168-p] 





1-ta’rif. Agar [image: ]da [image: ]nisbatning limiti  mavjud va chekli bo‘lsa, bu limit [image: ]funksiyaning [image: ] nuqtadagi hosilasi deyiladi va [image: ]yoki [image: ]yoki  orqali, ba’zan esa  yoki  kabi belgilanadi. 
Bu holda funksiya x0 nuqtada hosilaga ega deb ham aytiladi.



Demak, . Bunda [image: ] deb olaylik. U holda [image: ] va [image: ]bo‘lib, natijada  bo‘ladi. Demak, [image: ]funksiyaning [image: ]nuqtadagi hosilasi [image: ] da   nisbatning limiti sifatida  ham ta’riflanishi mumkin.


Yuqoridagi limit mavjud bo‘lgan har bir [image: ] ga aniq bitta son mos keladi, demak [image: ]- bu yangi funksiya bo‘lib, u yuqoridagi limit mavjud bo‘lgan barcha x nuqtalarda aniqlangan. Bu funksiya [image: ]funksiyaning hosila funksiyasi, odatda, hosilasi deb yuritiladi.
Endi hosila ta’rifidan foydalanib, [image: ]funksiya hosilasini topishning quyidagi algoritmini berish mumkin:
10. Argumentning tayinlangan x qiymatiga mos funksiyaning qiymati [image: ]ni topish.
20. Argument x ga [image: ]funksiyaning aniqlanish sohasidan chiqib ketmaydigan [image: ]orttirma berib [image: ]ni topish.
30. Funksiyaning [image: ]orttirmasini hisoblash.

40.  nisbatni tuzish.

50.  nisbatning [image: ]dagi limitini hisoblash.
1-misol. [image: ] funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. Hosila topish algoritmidan foydalanamiz.
10. Argument x ni tayinlab, funksiya qiymatini hisoblaymiz: [image: ]

20. Argumentga [image: ] orttirma beramiz, u holda 

[image: ]

30. Funksiya orttirmasi 

[image: ]



40.  =.



50. = [image: ]

Demak, [image: ] ekan. 
Xususan, [image: ] o‘zgarmas funksiya (bu holda [image: ]) uchun [image: ]
funksiya uchun [image: ]
bo‘ladi.
2-misol. [image: ] funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. 1. [image: ]
20. [image: ]. Bu yerda umumiylikni cheklamagan holda [image: ]va [image: ] deb hisoblaymiz.



30. [image: ]-=.

40. [image: ]=.







50. = ()=. Demak, =.
[image: ]
[image: ]
[image: ]

Hosilaning geometrik va fizik  ma’nolari[footnoteRef:2]. Yuqorida biz, agar [image: ]funksiya grafigining [image: ]nuqtasida urinma o‘tkazish mumkin bo‘lsa, u holda urinmaning burchak koeffitsienti [image: ] ekanligini ko‘rsatgan edik. Bundan hosilaning geometrik ma’nosi kelib chiqadi: [2:  Сlaudio Canuto, Anito Tabacco. Mathematical analysis I.168-169-p] 

[image: ]
[image: ]funksiya grafigiga abssissasi [image: ] bo‘lgan nuqtasida o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsienti hosilaning shu nuqtadagi qiymatiga teng [image: ]
Faraz qilaylik [image: ]funksiya [image: ]nuqtada uzluksiz va [image: ]bo‘lsin. U holda funksiya grafigi abssissasi [image: ]nuqtada vyertikal urinmaga ega bo‘lib, unga nisbatan funksiya grafigi 1–rasmda ko‘rsatilgandek joylashadi.
[image: ]
1 rasm                                              2-rasm
Xuddi shu kabi [image: ]bo‘lganda ham [image: ]nuqtada funksiya grafigi vyertikal urinmaga ega bo‘ladi, funksiyaning grafigi urinmaga nisbatan 2–rasmda ko‘rsatilgandek joylashadi.
Agar [image: ]va [image: ]bo‘lsa, u holda funksiya grafigining [image: ]nuqta atrofida  4-rasmda tasvirlangandek bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshash, [image: ]va [image: ]bo‘lganda, funksiya grafigi [image: ]nuqta atrofida 3–rasmdagidek ko‘rinishda bo‘ladi. Bunday hollarda [image: ]nuqtada urinma mavjud, ammo hosila mavjud emas. 
[image: ]
Agar [image: ]nuqtada chekli bir tomonli hosilalar mavjud, lekin [image: ]bo‘lsa, u holda funksiya grafigi 5–rasmdagiga o‘xshash ko‘rinishga ega bo‘ladi. [image: ]nuqta grafikning sinish nuqtasi bo‘ladi.
Hosilaning fizik ma’nosi. Hosila tushunchasiga olib keladigan ikkinchi masalada harakat qonuni [image: ]funksiya bilan tavsiflanadigan to‘g‘ri chiziq bo‘ylab harakatlanayotgan moddiy nuqtaning t vaqt momentidagi oniy tezligi

  [image: ] ekanligini ko‘rgan edik. Bundan hosilaning fizik (mexanik) ma’nosi kelib chiqadi.
[image: ]funksiya bilan tavsiflanadigan to‘g‘ri chiziqli harakatda t vaqt momentidagi harakat tezligining son qiymati hosilaga teng   [image: ]
Hosilaning mexanik ma’nosini qisqacha quyidagicha ham aytish mumkin: yo‘ldan vaqt bo‘yicha olingan hosila tezlikka teng.
Hosila tushunchasi nafaqat to‘g‘ri chiziqli harakatning oniy tezligini, balki boshqa jarayonlarning ham oniy tezligini aniqlashga imkon beradi. Masalan, faraz qilaylik [image: ]jismni T tempyeraturaga qadar qizdirish uchun uzatilayotgan issiqlik miqdorining o‘zgarishini tavsiflovchi funksiya bo‘lsin. U holda jismning issiqlik sig‘imi issiqlik miqdoridan tempyeratura bo‘yicha olingan hosilaga teng bo‘ladi:

                                           [image: ].
Umuman olganda, hosilani   [image: ]funksiya bilan tavsiflanadigan jarayon oniy tezligining matematik modeli deb aytish mumkin.
Urinma va normal tenglamalari. Faraz qilaylik [image: ]funksiya  [image: ]  nuqtada hosilaga ega [image: ]funksiya grafigiga tegishli nuqta bo‘lsin. Funksiya grafigiga berilgan nuqtada o‘tkazilgan urinma tenglamasini tuzaylik. 
Bu tenglamani  [image: ] ko‘rinishda izlaymiz. Izlanayotgan to‘g‘ri chiziq [image: ]nuqtadan o‘tishi ma’lum, shu sababli  [image: ] tenglik o‘rinli. Bundan   [image: ] ekanligini topamiz. Demak, urinma tenglamasini [image: ] yoki   [image: ]ko‘rinishga ega bo‘ladi. Agar urinmaning k burchak koeffitsienti hosilaning [image: ]nuqtadagi qiymatiga tengligini e’tiborga olsak,    [image: ]funksiya grafigiga [image: ]nuqtasida o‘tkazilgan urinma tenglamasi quyidagicha bo‘ladi:

                                   [image: ] (1)
Ma’lumki, agar  [image: ] bo‘lsa, urinma va normalning burchak koeffitsientlari pyerpendikulyarlik sharti  [image: ]bilan bog‘langan bo‘ladi. Bundan [image: ]funksiya grafigiga [image: ]nuqtasida o‘tkazilgan normal tenglamasini 
                                   [image: ] (2)
keltirib chiqarish mumkin.
3-misol. Abstsissasi   [image: ]bo‘lgan nuqtada [image: ] gipyerbolaga o‘tkazilgan urinma va normal tenglamalarini tuzing.
Yechish. Bu misolda  [image: ]Bu qiymatlarni (1) formulaga qo‘yib urinma tenglamasini hosil qilamiz: 
[image: ]ya’ni [image: ];  
(2) formuladan foydalanib, normal tenglamasini yozamiz: [image: ], ya’ni  [image: ].
Ikki chiziq orasidagi burchak. Urinmalar yordamida ikki egri chiziq orasidagi burchak tushunchasi ta’riflanadi. 
Ikki egri chiziq orasidagi burchak deb ularning kesishish nuqtasida shu chiziqlarga o‘tkazilgan urinmalari orasidagi burchakka aytiladi.
Bu ta’rifdan foydalanib ikki chiziq orasidagi burchak tangensini topish mumkin. Faraz qilaylik [image: ]chiziqlar [image: ]nuqtada kesishsin, hamda [image: ]chiziqqa [image: ]nuqtada o‘tkazilgan urinma abssissa o‘qi bilan α burchak, [image: ]chiziqqa [image: ] nuqtada o‘tkazilgan urinma esa β burchak tashkil qilsin.

Agar γ urinmalar orasidagi burchak bo‘lsa, u holda [image: ] bo‘ladi. Bundan esa  [image: ] tenglikka ega bo‘lamiz.
[image: ]


Ammo hosilaning geometrik ma’nosiga ko‘ra [image: ], demak ikki chiziq orasidagi burchak uchun [image: ]formula o‘rinli bo‘ladi.

4-misol. [image: ] parabola va  gipyerbolalar orasidagi burchakni toping.




Yechish. Avvalo parabola va gipyerbolaning kesishish nuqtasini topamiz. Buning uchun ushbu  sistemani yechamiz. Bundan , [image: ]bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, sistemaning yolg‘iz [image: ]yechimi mavjud. [image: ]bo‘lgani uchun [image: ] , shuningdek,  bo‘lgani uchun [image: ]bo‘ladi. Demak, yuqoridagi formulaga ko‘ra  bo‘lib, bundan burchak kattaligi uchun [image: ] tenglikning o‘rinli ekani kelib chiqadi.
Biz oldingi paragraflarda hosila tushunchasini turli fizik masalalarni yechishda, urinma tenglamasini yozishda foydalandik. Hosilaning boshqa tatbiqlarini kelgusida o‘rganamiz. Bu degani har xil masalalarda uchrashishi mumkin bo‘lgan turli xil funksiyalarning hosilalarini hisoblashni bilish zarurligini anglatadi. Ushbu paragrafda [image: ]va [image: ]funksiyalarning hosilalarini bilgan holda ularning yig‘indisi, ko‘paytmasi va bo‘linmasining hosilalarini topishni o‘rganamiz.
Hosilaga ega bo‘lgan funksiyaning uzluksizligi.  [image: ]funksiyaning hosilasi faqat bu funksiya uzluksiz bo‘lgan nuqtalardagina mavjud bo‘lishi mumkinligini ko‘rsatamiz. Oldin ushbu teoremani qaraylik.  
1-teorema. Agar  [image: ]funksiya  x nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, u holda funksiya shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi.


Isbot. Faraz qilaylik, [image: ]funksiya  x nuqtada hosilaga ega bo‘lsin. Demak, ushbu  limit mavjud va  ga teng. Bizga agar funksiya chekli limitga ega bo‘lsa, uni limit va cheksiz kichik yig‘indisi ko‘rinishda ifodalash mumkinligi ma’lum. Bizning holimizda limitga ega bo‘lgan funksiya deb funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbatini olamiz. U holda ushbu tenglik o‘rinli bo‘ladi.


 



bu yerda  va. Bundan funksiya orttirmasi  ni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkinligi kelib chiqadi.






Bu tenglikdan, agar  bo‘lsa, u holda bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa   funksiyaning  nuqtada uzluksizligini bildiradi. Teorema isbot bo‘ldi.






Bu teoremaning teskarisi o‘rinli emas, ya’ni funksiyaning nuqtada uzluksizligidan uning shu nuqtada hosilasi mavjudligi kelib chiqavyermaydi. Masalan,  funksiya ning barcha qiymatlarida, xususan  nuqtada uzluksiz, ammo nuqtada hosilaga ega emas. Bu funksiyaning nuqtadagi orttirmasi | bo‘lib, undan


          




va  nisbatning dagi limiti mavjud emasligi kelib chiqadi, demak  funksiya nuqtada  hosilaga ega emas. 
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We start by defining the derivative of a function.

Let f:dom f C R — R be a real function of one real variable, take zq € dom f
and suppose f is defined in a neighbourhood I,.(xq) of zg. With z € I,.(z¢), = # z¢
fixed, denote by

Ar =x — xg

the (positive or negative) increment of the independent variable between
zo and z, and by

Af = fx) — f(=zo)
the corresponding increment of the dependent variable. Note that z = zg +

Az, f(x) = flzo) + Af.

The ratio

Af  flz) = flzo) [z + Az) — flxp)
Ax T - To Ax

is called difference quotient of f between xzy and z.




image56.png
Graphically, the difference quotient between xg and a point z, around x is the
slope of the straight line s passing through Py = (mo, f(aco)) and P, = (acl, f(ml)),
points that belong to the graph of the function; this line is called secant of the
graph of f at Py and P, (Fig.6.1). Putting Az = 27 —x¢ and Af = f(a1) — f(x0),
the equation of the secant line reads

y:s(ac):f(a:o)—F%(a:—xo), zeR. (6.1)

A typical application of the difference quotient comes from physics. Let M be
a point-particle moving along a straight line; call s = s(¢) the z-coordinate of the
position of M at time ¢, with respect to a reference point O. Between the instants
to and t; = to + At, the particle changes position by As = s(t1)} — s(to). The
difference quotient % represents the average velocity of the particle in the given

interval of time.

How does the difference quotient change, as Az approaches 07 This is answered
by the following notion.




image57.png
S(xo + Ax)

f(xo)





image58.png
The first symbol goes back to Newton, the second is associated to Leibniz.

From the geometric point of view f'{xg) is the slope of the tangent line at
Py = (@0, f(20)) to the graph of f: such line ¢ is obtained as the limiting position
of the secant s at Py and P = (z, f(z)), when P approaches Py. From (6.1) and
the previous definition we have

y = lx)= flzg) + [ (xo)(x — 20), zeER

o

In the physical example given above, the derivative v(tg) = §'(tg) = lim —

is the instantaneous wvelocity of the particle M at time .




image59.wmf

image60.wmf

image61.wmf
x

y

lim

x

D

D

®

D

0


oleObject27.bin

image62.png
Wby

"\

"

wts




image63.wmf

image64.wmf

