4-Mavzu: Funksiyaning doimiylik sharti. Funksiyaning nuqtada va to‘plamdagi monotonlik sharti. Maksimum va minumimlar. Ekstremumning zaruriy sharti tushunchalari.

REJA
1. Funksiyaning doimiylik sharti.
2. Funksiyaning to’plamdagi va nuqtadagi monotonlik sharti.
3. Maksimum va minumimlar.
4. Ekstremumning zaruriy sharti tushunchalari.
1.1. Funksiyaning o‘zgarmaslik  sharti
1-teorema. f(x) funksiya (a,b) da differensiallanuvchi bo‘lsin. Shu intervalda f(x) funksiya o‘zgarmas bo‘lishi uchun f’(x)=0 bo‘lishi zarur va yetarli. 
Isboti. Zarurligi ravshan. Chunki funksiya o‘zgarmas bo‘lsa, barcha nuqtalarda  f’(x)=0 bo‘ladi.
Yetarliligi. Shartga ko‘ra f(x) funksiya (a,b) intervalda differensiallanuvchi, ya’ni x(a;b) uchun chekli f’(x) hosila mavjud va f’(x)=0. Endi x1<x2  bo‘lgan x1,x2(a;b) nuqtalarni olaylik. Qaralayotgan f(x) funksiya [x1;x2] kesmada Lagranj teoremasining barcha shartlarini qanoatlantiradi. Demak, (x1;x2) intervalga tegishli shunday c nuqta topilib,
f(x2)-f(x1)=f’(c)(x2-x1)           (1)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Teorema shartiga ko‘rax(a;b) uchun f’(x)=0, bundan f’(c)=0, va (1) tenglikdan f(x2)-f(x1)=0 ekanligi kelib chiqadi. 
Shunday qilib, f(x) funksiyaning (a;b) intervalning istalgan ikkita  nuqtasidagi qiymatlari o‘zaro teng. Demak, funksiya  o‘zgarmas bo‘ladi.
Bundan integral hisobda muhim rol o‘ynaydigan  quyidagi natija kelib chiqadi. 
Natija.  Agar f(x)  va  g(x)  funksiyalar  (a,b) da chekli f’(x) va g’(x)   hosilalarga ega bo‘lib, shu intervalda f’(x)=g’(x) tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda f(x) bilan g(x) funksiyalar bir-biridan o‘zgarmas songa farq qiladi:
f(x)=g(x)+C,  C=const.
Haqiqatan ham, shartga ko‘ra (f(x)-g(x))’=C’=0. Bundan 1-teoremaga  asosan  f(x)-g(x)=C, ya’ni f(x)=g(x)+C tenglik o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.
Misol. Funksiyaning o‘zgarmaslik shartidan foydalanib

sin2x=(1-cos2x) formulaning o‘rinli ekanligini isbotlang.

Yechish. Quyidagi funksiyani qaraymiz: f(x)=sin2x+cos2x, bu funksiya    (-;+) da aniqlangan, differensiallanuvchi va hosilasi aynan nolga teng: f’(x)=2sinxcosx-sin2x=0. Funksiyaning o‘zgarmaslik shartiga ko‘ra
sin2x+[image: ]cos2x=C

o‘rinli. C ni aniqlash uchun x argumentga qiymat beramiz, masalan x=0 bo‘lsin. U holda  C= va 


sin2x+cos2x=  yoki  sin2x=[image: ](1-cos2x) bo‘ladi.
1.2. Funksiyaning o‘sishi va kamayishi. Biz bu yerda funksiya hosilasi yordamida funksiyaning monotonligini aniqlash mumkinligini  ko‘rsatamiz.
2-teorema. Faraz qilaylik f(x) funksiya (a;b) intervalda aniqlangan va differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiya (a;b) intervalda kamaymaydigan (o‘smaydigan) bo‘lishi uchun f’(x) 0 (f’(x) 0) tengsizlikning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.
Isboti. Kamaymaydigan funksiya holini qaraymiz. 




Zaruriyligi. f(x) funksiya (a;b) intervalda kamaymaydigan bo‘lsin. U holda x(a;b) va x>0 uchun y=f(x+x)-f(x) 0 tengsizlik, x<0  uchun y=f(x+x)-f(x) 0 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa 0 bo‘lishi ravshan. Teorema shartiga ko‘ra f(x) differensiallanuvchi, demak  nisbatning x0 da chekli limiti mavjud, tengsizlikda limitga o‘tish haqidagi teoremaga ko‘ra, bu limit nomanfiy bo‘ladi, ya’ni =f’(x) 0.
Yetarliligi. x(a;b) uchun f’(x) 0 bo‘lsin. Endi x1<x2  bo‘lgan x1, x2(a;b) nuqtalarni olaylik. Qaralayotgan f(x) funksiya [x1;x2] kesmada Lagranj teoremasining barcha shartlarini qanoatlantiradi. Demak, (x1;x2) intervalga tegishli shunday c nuqta topilib,
f(x2)-f(x1)=f’(c)(x2-x1)           (2)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Teorema shartiga f’(x)0, bundan f’(c)0, va (2) tenglikdan        f(x2)-f(x1)0, ya’ni  f(x2) f(x1) ekanligi kelib chiqadi. Bu esa funksiyaning (a;b) intervalda  kamaymaydigan funksiyaligini ko‘rsatadi.
O‘smaydigan funksiya holi ham yuqoridagi kabi isbotlanadi.
Endi funksiyaning qat’iy monoton bo‘lishining yetarli shartini isbotlaymiz.
3-teorema. Agar f(x) funksiya (a,b) intervalda  differensiallanuvchi va x(a;b) uchun f’(x)>0 (f(x)<0 ) bo‘lsa, u holda f(x) funksiya (a,b) intervalda qat’iy o‘suvchi (kamayuvchi ) bo‘ladi.
[image: ]Isboti. Aytaylik x1,x2(a;b) va x1<x2 bo‘lsin. Ravshanki, [x1;x2] kesmada f(x) funksiya Lagranj teoremasining barcha shartlarini  qanoatlantiradi. Bu teoremaga binoan shunday c(x1;x2)  mavjudki 
f(x2)-f(x1)=f’(c)(x2-x1)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglik va f’(c)>0 (f’(c)<0 ) ekanligidan f(x2)>f(x1)  (f(x2)<f(x1)) bo‘lishi kelib chiqadi.                                 26-rasm
Bu f(x) funksiyaning  qat’iy o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lishini ifodalaydi. 
Ushbu y=x3 funksiya (-1;1) intervalda qat’iy o‘suvchi, lekin uning                                 
hosilasi x=0 nuqtada nolga teng bo‘ladi.

Shunga o‘xshash f(x)=x+cosx funksiya ham aniqlanish sohasida qat’iy o‘suvchi, ammo uning hosilasi f’(x)=1-sinx cheksiz ko‘p nuqtalarda () nolga teng bo‘ladi. (26-rasm)
Bu misollar yuqoridagi teoremaning shartlari funksiyaning qat’iy o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lishi uchun faqat yetarli shart ekanligini ko‘rsatadi.
1-misol. Ushbu f(x)=2x2-lnx funksiyaning monotonlik intervallarini toping.                                                            
Yechish. Funksiya (0;+) intervalda aniqlangan. Uning hosilasi f’(x)=4x-1/x ga teng. Yuqoridagi yetarli shartga ko‘ra, agar  4x-1/x>0 bo‘lsa, ya’ni x>1/2 bo‘lsa, o‘suvchi; agar 4x-1/x<0 bo‘lsa, ya’ni x<1/2 bo‘lsa funksiya kamayuvchi bo‘ladi. Shunday qilib, funksiya (0;1/2) intervalda kamayuvchi, (1/2;+) intervalda o‘suvchi bo‘ladi.

2-misol. Ushbu  funksiyaning monotonlik oraliqlarini toping.
Yechish. Bu funksiyaning  aniqlanish sohasi  (-;0)(0;+) dan  iborat. Funksiyaning hosilasini topamiz:

, bundan
(-;-3](0;1][2;) to‘plamda  f’(x)0, [-3;0)[1;2] da esa f’(x)0 bo‘lishini aniqlash qiyin emas.
[image: ]Demak, berilgan f(x) funksiya [-;-3], (0;1] va [2;) oraliqlarning har birida o‘suvchi; [-3;0) va (1;2] oraliqlarning har birida kamayuvchi  bo‘ladi.
3-misol. Agar 0<x1 bo‘lsa, x-x3/3<arctgx<x-x3/6 qo‘sh tengsizlik o‘rinli bo‘lishini isbotlang.
Yechish. Berilgan tengsizlikning
o‘ng qismi arctgx<x-x3/6 tengsizlikni                                      27-rasm
isbotlaymiz. Chap qismi shunga o‘xshash isbotlanadi. f(x)=arctgx-x+x3/6 funksiyani qaraymiz, uning hosilasi



f’(x)=-1+= ga teng. f(x)=arctgx-x+x3/6 funksiya sonlar o‘qida aniqlanagan va uzluksiz, demak u [0;1] kesmada ham uzluksiz, (0;1) intervalda f’(x)<0. Bundan esa f(x) funksiya [0;1] kesmada kamayuvchi bo‘lib, 0<x1 shartni qanoatlantiruvchi x lar uchun f(x)<f(0) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. So‘ngi tengsizlikni f(0)=0 ni e’tiborga olib, quyidagicha yozib olamiz: 
arctgx-x+x3/6 <0  bundan  arctgx<x-x3/6. 
Bu qo‘shtengsizlikda qatnashgan funksiya grafiklari 27-rasmda keltirilgan.
1.3. Funksiyaning nuqtada monotonlik sharti. Biz shu paytgacha funksiyaning o‘sishi va kamayishi tushunchalarini biror oraliqqa nisbatan kiritdik va o‘rgandik. Ba’zi hollarda bu tushunchalarni nuqtaga nisbatan qarash foydadan holi emas.
Faraz qilaylik f(x) funksiya (a,b) intervalda aniqlangan va x0(a;b)  bo‘lsin.
Ta’rif. Agar x0 nuqtaning shunday (x0-; x0+) atrofi topilib, x<x0 bo‘lganda f(x)<f(x0) ( f(x)>f(x0) ), x>x0 bo‘lganda esa f(x)>f(x0) ( f(x)<f(x0) ) bo‘lsa, u holda f(x) funksiya x0 nuqtada o‘suvchi ( kamayuvchi ) deyiladi.
Endi x0 nuqtada monotonlikning yetarli shartini keltiramiz.
4-teorema. f(x) funksiya x0(a;b) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Agar f’(x0)>0 (f’(x0)<0) bo‘lsa, u holda f(x) funksiya shu nuqtada o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.
Isboti. Shartga ko‘ra chekli f’(x0) mavjud va u noldan katta (kichik) bo‘lgani uchun ushbu

>0  (<0)
tengsizlik o‘rinli. Limitga ega bo‘lgan funksiyaning xossalaridan x0 nuqtaning shunday (x0-; x0+) atrofi topilib, bu atrofda

  (<0)
tengsizlikning bajarilishi kelib chiqadi. Demak, x<x0 bo‘lganda f(x)<f(x0)  (f(x)>f(x0)) tengsizlik, x>x0 bo‘lganda esa f(x)>f(x0)  (f(x)<f(x0)) tengsizlik ham o‘rinli. Bu f(x) funksiyaning x0 nuqtada o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lishini ifodalaydi. Teorema isbot bo‘ldi.
Funksiya hosilasi nolga teng bo‘ladigan nuqtalarda funksiya o‘sishi ham, kamayishi ham mumkin. Masalan, y=x5 funksiya hosilasi x=0 nuqtada nolga teng, lekin funksiya shu nuqtada o‘suvchi; y=-x5 funksiya hosilasi  ham x=0 nuqtada nolga teng, lekin bu funksiya x=0 nuqtada kamayuvchi ekanligini ko‘rish qiyin emas.
Endi biror x0 nuqtada o‘suvchi bo‘lgan funksiyaning shu nuqtaning atrofida o‘suvchi bo‘lishi shart emasligini ko‘rsatuvchi misol keltiramiz.

Ushbu  funksiya berilgan bo‘lsin. Bu funksiya barcha nuqtalarda hosilaga ega. Haqiqatan ham, x0 lar uchun

, x=0 uchun esa 

f’(0)==1>0 bo‘ladi.
Demak, 4-teoremaga asosan berilgan funksiya x=0 nuqtada o‘suvchi bo‘ladi.
Endi quyidagi


                            n=1, 2, 3, ...
nuqtalarda hosilaning qiymatlarini hisoblaymiz:


Demak berilgan funksiyaning hosilasi >0 soni qanday bo‘lmasin n ning yetarlicha katta qiymatlarida (-; ) atrofida ham musbat, ham manfiy qiymatlarni qabul qiladi. Bundan f(x) funksiyaning o‘zi x=0 nuqtada o‘suvchi bo‘lgani bilan bu nuqtaning (-; ) atrofida hosilaga ega, lekin shu atrofda monoton emasligi kelib chiqadi.

Yuqorida biz f(x)= funksiya hosilasi 

f’(x)= ekanligini ko‘rdik. 

Shu hosilani uzluksizlikka tekshiraylik. Agar x0 bo‘lsa, f’(x) funksiyaning uzluksizligi ravshan. Agar x=0 bo‘lsa, u holda f’(x) mavjud emas, demak hosila x=0 nuqtada uzilishga ega.
O‘quvchilarga quyidagi teoremani isbotlashni taklif qilamiz:
Teorema. Agar x0 nuqtada f(x) funksiya hosilasi mavjud, uzluksiz va f’(x0)>0 bo‘lsa, u holda x0 nuqtaning shunday (x0-;x0+) atrofi mavjud bo‘lib, bunda f(x) funksiya o‘suvchi bo‘ladi. 
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