5-Mavzu: Maksimum va minimumlar. Ekstremumning zaruriy sharti. Ekstremumning yetarli shartlari. Eng katta va eng kichik qiymatlarni izlash.
REJA
1. Ekstremum mavjud bo‘lishining yetarli  shartlari;
2. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyalarning ekstremumlari.
3. Teylor formulasi yordamida ekstremumga tekshirish
4.  Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlarini izlash;
Ekstremum mavjud bo‘lishining yetarli  shartlari.
2-teorema. Faraz qilaylik f(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz va x0 nuqta funksiyaning kritik nuqtasi bo‘lsin.
a) Agar x(x0-;x0)  uchun f’(x)>0, x(x0; x0 +)  uchun f’(x)<0 tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, ya’ni  f’(x) hosila x0 nuqtadan o‘tishida  o‘z ishorasini «+» dan  «-» ga o‘zgartirsa, u holda f(x) funksiya x0 nuqtada maksimumga ega bo‘ladi.
b) Agar x(x0-;x0) uchun  f’(x)<0, x(x0; x0 +) uchun f’(x)>0 tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, ya’ni f’(x) hosila x0 nuqtadan o‘tishda  o‘z ishorasini   «-» dan «+» ga o‘zgartirsa, u holda  f(x) funksiya x0 nuqtada  minimumga ega bo‘ladi.
c) Agar f’(x) hosila x0 nuqtadan o‘tishda o‘z ishorasini o‘zgartirmasa, u holda f(x) funksiya x0 nuqtada  ekstremumga ega bo‘lmaydi.  
Isboti. a) holni qaraymiz. Bu holda x(x0-;x0) uchun f’(x)>0 bo‘lishidan f(x) funksiyaning (x0 -; x0) da qat’iy o‘suvchiligi kelib chiqadi. So‘ngra shartga ko‘ra  f(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz bo‘lgani sababli

                             (1)
tenglik o‘rinli.  Demak, x(x0 -; x0) uchun 
f(x)<f(x0)	                                                                 (2)
bo‘ladi. x(x0; x0 +)  uchun f’(x)<0 bo‘lishidan f(x) funksiyaning (x0; x0 +) da qat’iy  kamayuvchiligi kelib chiqadi. Demak, (1) tenglikni  e’tiborga olsak,  x(x0;x0+) uchun yana (2) tengsizlik bajariladi. Bundan xx0 va x(x0-;x0+) uchun f(x)<f(x0) bo‘ladi, ya’ni f(x) funksiya x0 nuqtada  maksimumga ega.
b) bu holda f(x) funksiya x0 nuqtada minimumga erishishi a) holga o‘xshash isbotlanadi.
f’(x) hosila x0 nuqtadan o‘tishda o‘z ishorasini o‘zgartirmaydigan c) holda f(x) funksiya x0 nuqtaning  (x0 -; x0 +)  atrofida qat’iy o‘suvchi  yoki  qat’iy kamayuvchi bo‘ladi.  Demak, x0 nuqtada ekstremum yo‘q. 
Shunday qilib ekstremumga sinalayotgan nuqtani  o‘tishda funksiya  hosilasi  ishorasining o‘zgarishi  ekstremumga erishishning  faqat yetarli sharti bo‘lib,  lekin zaruriy sharti bo‘la olmaydi.
2-teoremadan funksiyaning ekstremumga tekshirish uchun 1-qoidani  keltirib chiqaramiz.
1-qoida. f(x) funksiyaning ekstremumlarini topish uchun 
1) f(x) funksiyaning  f’(x) hosilasini topib, f’(x)=0 tenglamani yechish kerak. So‘ngra  f’(x) mavjud bo‘lmagan  nuqtalarni topib, kritik nuqtalar to‘plamini hosil qilish kerak.
2) har bir kritik nuqtadan chapda  va o‘ngda  hosilaning ishorasini  aniqlash kerak.
3) agar hosila ishorasini «+» dan «-» ga («-» dan «+» ga) o‘zgartirsa, u holda bu kritik nuqtada f(x) funksiya maksimumga  (minimumga) ega bo‘ladi. Agar hosila ishorasi o‘zgarmasa, ekstremum mavjud bo‘lmaydi.

Misol. funksiyaning ekstremumini toping.

Yechish. Bu funksiya (-;+) oraliqda aniqlangan va uzluksiz. Uning hosilasini topamiz: .
Ravshanki, hosila x=-1 nuqtada nolga aylanadi, x=1 nuqtada esa chekli hosila mavjud emas.
Endi hosilani ishorasini aniqlaymiz. Buning uchun  (-;+) oraliqni  31-rasmda ko‘rsatilgandek oraliqlarga ajratamiz va hosil bo‘lgan har bir  oraliqda  hosilaning ishorasini  aniqlaymiz.
[image: ]
31-rasm

Bu chizmadan qoidaga ko‘ra berilgan funksiyaning x=-1 nuqtada maksimum qiymat  ga va x=1 nuqtada minimum qiymat f(x)=0 ga ega bo‘lishini ko‘rish mumkin.




Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyalarning ekstremumlari. 	Aytaylik, y=f(x) funksiya  sistema yordamida parametrik ko‘rinishda berilgan bo‘lib, t parametrning o‘zgarish orlig‘ida  va   funksiyalar birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarga  ega bo‘lsin. Shuningdek bu oraliqda  bo‘lsin. Bu funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalari










bo‘ladi. Bu holda ekstremumga tekshirish kerak bo‘lgan nuqtalar t ning qiymatlari  tenglamadan aniqlanadi (chunki qaralayotgan oraliqda  mavjud va ). Aytaylik t=t0 shunday qiymatlardan biri bo‘lsin. U holda parametrning bu qiymatida  bo‘ladi. Bundan agar  bo‘lsa; agar bo‘lsa, x ning  qiymatida minimumga ega bo‘ladi. Agar  bo‘lsa, u holda f(x) funksiyaning yuqori tartibli xosilalarini tekshirish kerak bo‘ladi. 

 nolga teng bo‘ladigan nuqtalarni alohida tekshirish talab qiladi. 

2-misol. 
Sistema bilan berilgan funksiyani ekstremumga tekshiring. 


Yechish.  va  funksiyalar istalgan tartibli xosilalarga ega. 


 (-2;2) da ; demak, berilgan sistema (-2;2) da y=f(x) funksiyani aniqlaydi. 





	 tenglama  ildizlarga ega bo‘lib, ular (-2;2) intervalga tegishli. bo‘lganligi sababli, y=f(x) funksiya t=-1 da (ya’ni x=31da) maksimumga,  da (ya’ni ) minimumga ega bo‘ladi.
Ikkinchi tartibli hosila yordamida ekstremumga tekshirish.
1-teorema. Faraz qilaylik f(x) funksiya x0 nuqtada birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarga ega  va f’(x0)=0 bo‘lsin. U holda agar f’’(x0)<0 bo‘lsa, x0 nuqta  f(x) funksiyaning maksimum nuqtasi, agar f’’(x0)>0 bo‘lsa, minimum nuqtasi bo‘ladi.
Isboti. f(x) funksiya x0 nuqtada birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarga ega  va f’(x0)=0, f’’(x0)<0 bo‘lsin. Demak, x0 kritik nuqtada f’(x) kamayuvchi, ya’ni x(x0-;x0) lar uchun f’(x)>f’(x0)=0 va  x(x0; x0 +)   uchun 0=f’(x0)>f’(x)    bo‘ladi. Bu esa x0 nuqtadan o‘tishda hosila o‘z ishorasini «+» dan «-» ga o‘zgartirishini, demak, x0 maksimum nuqta ekanligini bildiradi.
f’’(x0)>0 bo‘lgan holda x0 ning minimum nuqta bo‘lishi shunga o‘xshash isbotlanadi.
Isbotlangan teoremaga asoslanib, ikkinchi tartibli hosila yordamida funksiyani ekstremumga tekshirishning quyidagi qoidasini keltiramiz.
2-qoida. f(x) funksiyaning ekstremumga tekshirish uchun 
1) f’(x)=0  tenglamaning barcha yechimlarini topamiz;
2) har bir statsionar nuqtada (ya’ni hosilani nolga aylantiradigan nuqtada) f’’(x0) ni hisoblaymiz. Agar f’’(x0)<0 bo‘lsa, x0 maksimum nuqtasi, f’’(x0)>0  bo‘lsa, x0  minimum nuqtasi bo‘ladi.
3) ekstremum nuqtalar qiymatini y=f(x) qo‘yib, f(x) ning ekstremum qiymatlarini topamiz.
[image: ]Umuman aytganda, bu qoidaning qo‘llanish doirasi torroq masalan, u birinchi tartibli chekli hosila mavjud bo‘lmagan nuqtalarga qo‘llanila olmasligi o‘z-o‘zidan ravshan. Ikkinchi tartibli hosila nolga aylangan yoki  mavjud bo‘lmagan  nuqtada  ham qoida aniq natija bermaydi.
1-misol. Ikkinchi tartibli hosila yordamida y=2sinx+cos2x funksiya ekstremumlarini aniqlang.
Yechish. Funksiya davriy bo‘lganligi sababli [0;2] kesma bilan  cheklanishimiz mumkin.                                       32-rasm
Funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini topamiz:  
y’=2cosx-2sin2x=2cosx(1-2sinx);  y’’=-2sinx-4cos2x.
Ushbu 2cosx(1-2sinx)=0 tenglamadan funksiyaning [0;2]  kesmaga tegishli bo‘lgan kritik nuqtalarini topamiz: x1=/6; x2=/2; x3=5/6; x4=3/2. Endi har bir kritik nuqtada ikkinchi tartibli hosila ishorasini aniqlaymiz va tegishli xulosa chiqaramiz:
y’’(/6)=-3<0, demak x1=/6 nuqtada y(/6)=3/2 maksimum mavjud.
y’’(/2)=2>0, demak x2=/2 nuqtada y(/2)=1 minimum mavjud.
y’’(5/6)=-3<0, demak x3=5/6 nuqtada y(5/6)=3/2 maksimum mavjud.
y’’(3/2)=6>0, demak x4=3/2 nuqtada y(3/2)=-3 minimum mavjud.
	Bu funksiyaning (-2;2) intervaldagi grafigi 32-rasmda keltirilgan. 
Teylor formulasi yordamida ekstremumga tekshirish
2-teorema. Faraz qilaylik f(x) funksiya x0 nuqtaning biror (x0 -;x0+) atrofida f’(x), f’’(x), ..., f(n)(x) (n2) uzluksiz hosilalarga ega va 
f’(x0)=f’’(x0)=...=f(n-1)(x0)=0, f(n)(x0)0 bo‘lsin.
U holda
1) Agar n juft va f(n)(x0)<0 bo‘lsa, funksiya x0 nuqtada lokal maksimumga ega bo‘ladi;
2) Agar n juft va f(n)(x0)>0 bo‘lsa, funksiya x0 nuqtada lokal minimumga ega bo‘ladi;
3) Agar n toq bo‘lsa, funksiya x0 nuqtada ekstremumga ega bo‘lmaydi.        [image: ][footnoteRef:1] [1:   C.Canuto, A.Tabacco mathematical analysis I 2008 -243page] 

Isboti. f(x) funksiya uchun Lagranj ko‘rinishidagi  qoldiq hadli  Teylor formulasini yozamiz:

f(x)=f(x0) + f’(x0)(x-x0) + f’’(x0)(x-x0)2 + ... 


+ f(n-1)(x0)(x-x0)n-1 + ,   bu yerda (x0,x).
Teorema shartiga ko‘ra (x0)=f’’(x0)=...=f(n-1)(x0)=0, shu sababli

f(x)=f(x0) + ,   yoki   

f(x)-f(x0) =                             (1)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Yana teorema shartiga ko‘ra  f(n)(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz. Shuning uchun uzluksiz funksiyaning lokal xossalariga ko‘ra x0 nuqtaning shunday (x0-,x0+) atrofi topilib, bunda f(n)(x) funksiyaning ishorasi f(n)(x0) ning ishorasi bilan bir hil bo‘ladi. Aytaylik x(x0-,x0+) bo‘lsin. U holda (x0-,x0+) bo‘lishi ravshan. Endi quyidagi ikki holni qaraymiz.
1-hol. Faraz qilaylik n toq son bo‘lsin. U holda (x0-,x0+) atrofda (1) tenglikning o‘ng tomonidagi f(n)() ko‘paytuvchining ishorasi f(n)(x0) ning ishorasi bilan bir hil bo‘ladi, ikkinchi ko‘paytuvchi esa x>x0 da (x-x0)n >0, x<x0 da (x-x0)n<0 bo‘ladi, ya’ni (x-x0)n ifoda x0 nuqta atrofida ishorasini o‘zgartiradi. Bundan esa (1) tenglikning chap tomoni, ya’ni f(x)-f(x0) ayirma ham x0 nuqta atrofida ishorasini o‘zgartirishi kelib chiqadi.
Shunday qilib, n toq son bo‘lganda f(x) funksiya x0  nuqtada ekstremumga ega bo‘lmaydi.
2-hol. Endi n  juft son bo‘lsin. U holda (1) tenglikning o‘ng tomoni ishorasini o‘zgartirmaydi, uning ishorasi f(n)(x0) ning ishorasi bilan bir hil bo‘ladi. Bundan agar f(n)(x0)<0 bo‘lsa, u holda f(x)-f(x0)<0, ya’ni f(x)<f(x0), demak, funksiya x0 nuqtada maksimumga ega bo‘ladi. Agarda f(n)(x0)>0 bo‘lsa, u holda f(x)-f(x0)>0, ya’ni f(x)>f(x0), demak, funksiya x0 nuqtada minimumga ega bo‘ladi. Teorema isbot bo‘ldi.
3-misol. Ushbu y=x5-5x4-5 funksiyaning ekstremumlari topilsin.
Yechish. Funksiyaning kritik nuqtalarini topamiz. Uning uchun funksiya hosilasini topamiz: y’=5x4-20x3. Kritik nuqtalar faqat statsionar nuqtalardan iborat, shuning uchun 5x4-20x3=0 tenglamani yechamiz. Uning ildizlari x1=0, x2=4 bo‘ladi. 
Ikkinchi tartibli hosilani topamiz: f’’(x)=20x3-60x2. 
f’’(4)>0 bo‘lgani uchun,  x=4 nuqtada funksiya minimum qiymat qabul qiladi: f(4)=-261.  f’’(0)=0 bo‘lgani uchun uchinchi tartibli hosilani hisoblaymiz: f’’’(x)=60x2-120x,  f’’’(0)=0, to‘rtinchi tartibli hosilani hisoblaymiz: f(4)(x)=120x-120, f(4)(0)=-120<0 va n=4 juft bo‘lgani uchun 3-teoremaga ko‘ra  x=0 nuqtada funksiya maksimumga ega: f(0)=-5.
Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlari
Faraz qilaylik, f(x) funksiya  X sohada aniqlangan bo‘lsin. Bu  funksiyaning qiymatlar to‘plami  E(f)={f(x): xX} ni qaraymiz.




Agar E(f) to‘plam chegaralangan bo‘lsa,  u holda uning aniq yuqori chegarasi mavjud, uni M={f(x)} deb belgilaymiz. Agar ME(f) bo‘lsa, u holda M soni f(x) funksiyaning eng katta qiymati deb ataladi va M={f(x)}  kabi belgilanadi. Xuddi shunga o‘xshash E(f) to‘plamning aniq quyi chegarasi mavjud, uni m={f(x)} deb belgilaymiz. Agar mE(f) bo‘lsa, u holda m soni f(x) funksiyaning eng kichik qiymati deb ataladi va m={f(x)}  kabi belgilanadi.
Endi [a,b] kesmada  aniqlangan va uzluksiz bo‘lgan f(x) funksiyani  qaraymiz. Bu holda Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko‘ra  funksiyaning [a;b] da eng katta  va eng kichik qiymatlari  mavjud bo‘ladi. Ravshanki, bu holda quyidagi qoida o‘rinli bo‘ladi.
Qoida. [a,b] da funksiyaning eng katta  va eng kichik qiymatlarini topish uchun bu kesmaga tegishli barcha kritik nuqtalarni topib funksiyaning shu nuqtalardagi qiymatlari hisoblanadi. So‘ngra bu qiymatlar bilan f(a) va f(b) lar taqqoslanadi. Bu qiymatlar ichida eng kattasi f(x) funksiyaning [a,b] kesmadagi eng katta qiymati, eng kichigi esa f(x) funksiyaning eng kichik qiymati bo‘ladi.


1-misol.  funksiyaning [;100] kesmada eng katta va eng kichik qiymatlarini toping.





[bookmark: _GoBack]Yechish. Funksiya hosilasini topamiz: f’(x)=. Uni nolga tenglab, ya’ni =0 tenglamani qarab x=-1 va x=1 ekanligini topamiz. Bulardan x=-1 nuqta [;100]  kesmaga tegishli emas va bu  kesmada hosila mavjud bo‘lmagan nuqta  yo‘q.  Faqat bitta x=1 statsionar nuqta  [;100]  kesmaga tegishli. Berilgan funksiyaning x= x=1; x=100 nuqtalaridagi qiymatlarini hisoblaymiz. f(1/100)=100,01; f(1)=2; f(100)=100,01. Bu qiymatlarning eng kattasi 100, 01;  eng kichigi 2.



Demak, berilgan funksiyaning  [;100]  dagi eng katta qiymati 100,01, eng kichik qiymati esa 2 ga teng, ya’ni {f(x)}=100,01; {f(x)}=2.
Agar f(x) funksiya intervalda, to‘g‘ri chiziqda, [a;b), [a;+), (-;b], (a;+), (-;b), (a;b] oraliqlarda tekshirilayotgan bo‘lsa, u holda bunday oraliqlarda funksiyaning eng katta (eng kichik) qiymatlari mavjud bo‘lmasligi ham mumkin. 
Masalan, y=x funksiyaning (1;2] oraliqda eng kichik qiymati, [1;2) oraliqda esa eng katta qiymati mavjud emas. Sonlar o‘qida y=x2 funksiyaning eng katta qiymati, y=arctgx funksiyaning eng katta, eng kichik qiymatlari mavjud emas.
Agar f(x) funksiya [a;b) ([a;+)) oraliqda o‘suvchi bo‘lsa, u holda bu oraliqda funksiyaning eng kichik qiymati mavjud va unga x=a nuqtada erishadi.
Shunga o‘xshash tasdiq (a;b] ((-;b]) oraliqda uzluksiz funksiya uchun ham o‘rinlidir.
Agar f(x) funksiya (a;b) intervalda uzluksiz, x0(a;b) kritik nuqtaga ega, (a;x0) intervalda o‘suvchi (kamayuvchi), (x0;b) intervalda kamayuvchi (o‘suvchi) bo‘lsa, u holda qaralayotgan oraliqda f(x) funksiya x0 nuqtada eng katta (eng kichik) qiymatga erishadi.
Agar uzluksiz f(x) funksiya (a;b) intervalda uzluksiz, unda chekli sondagi kritik nuqtalarga ega va a<x0<x1<…<xn<b , (a;x0) intervalda o‘suvchi (kamayuvchi), (xn;b) intervalda kamayuvchi (o‘suvchi) bo‘lsa, u holda qaralayotgan (a;b) intervalda f(x) funksiya eng katta (eng kichik) qiymatga erishadi. Bu qiymatni funksiya kritik nuqtalardan birida qabul qiladi.
Agar f(x) funksiya (-;+)  ([a;b)) da uzluksiz va x-, x+ (xb-0)) da chekli yoki cheksiz limitga ega bo‘lsa, u holda bu funksiyaning kritik nuqtalardagi qiymati va cheksizdagi limitlarini solishtirib, uning eng katta, eng kichik qiymatlarining mavjudligi haqida fikr bildirish mumkin. 
2-misol. f(x)=lnx-x funksiyaning (0;+) oraliqdagi eng katta qiymatini toping.



Yechish. Funksiyaning hosilasini va kritik nuqtalarini topamiz: , x=1. Agar 0<x<1 bo‘lsa, u holda >0, bundan f(x) o‘suvchi. Agar 1<x<+ bo‘lsa, u holda <0, bundan f(x) kamayuvchi. Demak, f(x)=lnx-x funksiya x=1 nuqtada eng katta qiymatiga erishadi: f(1)=-1.

3-misol. Ushbu  funksiyaning (0;1) intervaldagi eng kichik qiymatini toping.









Yechish. Bu funksiya uchun  va bundan funksiyaning (0;1) intervalga tegishli bo‘lgan kritik nuqtasi  ekanligini topamiz. Agar  bo‘lsa, u holda <0, bundan f(x) kamayuvchi. Agar  bo‘lsa, u holda >0, bundan f(x) o‘suvchi. Demak, (0;1) intervalda berilgan  funksiya  nuqtada eng kichik qiymatga erishadi: .
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Theorem 7.16 Let f be differcntiable n > 2 times at zo and suppose
J(zo) =

Jor some 2 <m < n.

=" D) =0, f™(20) £0 (7.21)

i) When m is even, zy is an extremum, namely a mazimum if ) (zo) < 0,
a minimum if {0 (x4) > 0.

i) When m is odd, zo is an inflection point with horizontal tangent; more
precisely the inflection is descending if f™(zo) < 0, ascending if
£(@0) > 0.





image32.wmf
!

2

1


oleObject29.bin

image33.wmf
)!

n

(

1

1

-


oleObject30.bin

image34.wmf
n

)

n

(

)

x

x

(

!

n

)

(

f

0

-

x


oleObject31.bin

oleObject32.bin

oleObject33.bin

image35.wmf
X

x

sup

Î


oleObject34.bin

image36.wmf
X

x

max

Î


oleObject35.bin

image37.wmf
inf

xX

Î


image1.wmf
00

0

00

lim()lim()()

xxxx

fxfxfx

®-®+

==


oleObject36.bin

image38.wmf
X

x

min

Î


oleObject37.bin

image39.wmf
x

x

)

x

(

f

1

+

=


oleObject38.bin

image40.wmf
100

1


oleObject39.bin

image41.wmf
2

2

1

x

x

-


oleObject40.bin

image42.wmf
2

2

1

x

x

-


oleObject1.bin

oleObject41.bin

oleObject42.bin

oleObject43.bin

image43.wmf
;

100

1


oleObject44.bin

oleObject45.bin

image44.wmf
]

;

,

[

max

100

01

0


oleObject46.bin

image45.wmf
]

;

,

[

min

100

01

0


oleObject47.bin

