7-Mavzu. Ketma-ketliklar yig’indisi, ko’paytmasi va bo’linmasining limiti. Aniqmasliklar va ularni ochish.
REJA:
1. Yig’indi, ko’paytma va bo’linmaning limiti.
2. Aniqmasliklar va ularni ochish.
3. Monoton ketma-ketlik va uning limiti.
4. Ichma ich joylashgan segmentlar printsipi.
5. e soni.




1-teorema. Agar va () ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda () ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo’lib,

 tenglik o’rinli bo’ladi.












Isbot.   desak, u holda  deb olish mumkin, bu yerda  va  lar cheksiz kichiklar. , bunda = - cheksiz kichik miqdor. Demak, 




2-teorema. Agar va  ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo’lsa,  ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi bo’lib,  tenglik o’rinli bo’ladi.




Isbot. Oldingi teorema isbotidagi belgilashlarni kiritsak , bu yerda -cheksiz kichik miqdor. Demak,  dan  tenglik kelib chiqadi.





3-teorema. Agar  va  ketma-ketliklar yaqinlashuvchi va   bo’lsa  ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi bo’lib,  tenglik o’rinli bo’ladi. (isbotlang)



Aniqmasliklar va ularni yechish.




Yuqorida  va  ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo’lsa,   ketma-ketliklarnin har biri yaqinlashuvchi bo’lishligini ko’rib o’tdik.
Endi bahzi hollarni ko’rib o’taylik.






1.  ko’rinishdagi aniqmaslik. lim, limy bo’lgan holda  va  larning xarakteriga qarab, lim turlicha bo’lishi mumkin.[footnoteRef:1] [1:  Claudia Canuto, Anita Tabacco Mathematical analysis. I. Springer-Verlag. Italia, Milan.
 2008.-    71-72p] 

1-misol. 

1. 

2. 






2.  ko’rinishdagi aniqmaslik.   va  bo’lsin. Bu holda ham    va  larning xarakteriga qarab, lim turlicha bo’lishi mumkin.

2-misol.






3.  ko’rinishdagi aniqmaslik. ,  bo’lgan holda,  ko’rinishdagi aniqmaslik  yoki  ko’rinishga keltirib yechiladi.

3-misol. 





Bulardan tashqari   ko’rinishdagi aniqmas-liklar mavjud, bu aniqmasliklarni  va  ko’rinishdagi aniqmasliklarga keltirib hal qilamiz.
Monoton ketma-ketlik.


1-ta’rif. Agar ixtiyoriy  uchun   tengsizlik o’rinli bo’lsa, ketma-ketlik o’suvchi (kamaymovchi) deyiladi.
Bu ikki xil ketma-ketlik keng ma’noda o’suvchi deyiladi.



2-ta’rif. Agar ixtiyoriy  uchun tengsizlik o’rinli bo’lsa, ketma-ketlik kamayuvchi (o’smovchi) deyiladi.
Bu ikki xil ketma-ketlik keng mahnoda kamayuvchi deyiladi.
Yuqoridagi to’rt xil ketma-ketlik bir so’z bilan monoton ketma-ketliklar deyiladi.


1-teorema. Agar  ketma-ketlik o’suvchi bo’lib, yuqoridan chegaralangan bo’lsa, u chekli limitga ega; agar yuqoridan chegaralanmagan bo’lsa, u holda  bo’ladi.





Isbot.  o’suvchi va yuqoridan chegaralangan bo’lsin. U holda {} to’plam ham yuqoridan chegaralangan bo’ladi, shuning uchun uning aniq yuqori chegarasi mavjud, uni  deb olaylik,  ni ketma-ketlikning limiti bo’lishligini ko’rsatamiz.













 son {} to’plamning aniq yuqori chegarasi bo’lganidan barcha  ar uchun   va har bir   uchun shunday  mavjud bo’lib,  bo’ladi. o’suvchi ketma-ketlik bo’lganligidan barcha  lar uchun  bo’ladi. Yuqoridagilardan   tengsizlik kelib chiqadi. Bundan ta’rifga binoan  bo’ladi.







Endi  o’suvchi bo’lib, yuqoridan chegaralanmagan bo’lsin, u holda har bir M>0 son uchun shunday  son topilib,  bo’ladi. () o’suvchi bo’lganligidan  lar uchun   kelib chiqadi. Demak, 


2- teorema. Agar  ketma-ketlik kamayuvchi bo’lib, quyidan chegaralangan bo’lsa, u chekli limitga ega, agar quyidan chegaralanmagan bo’lsa, u holda   bo’ladi.
Bu teoremani yuqoridagi usulda isbotlash mumkin.
Ichma-ich joylashgan segmentlar printsipi.


3-teorema. Agar  va  ketma-ketliklar berilgan bo’lib:


1) o’suvchi, () kamayuvchi,


2) barcha  lar uchun 




3)  bo’lsa, u holda  va   ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo’lib,  bo’ladi.









Isbot. Barcha n lar uchun  bo’ladi. Demak,  o’suvchi va yuqoridan chegaralangan bo’lgani uchun u chekli limitga ega, yahni,   chekli. Xuddi shu kabi ()  kamayuvchi va quyidan chegaralanganligi uchun chekli limit mavjud. c -, bundan s= c ekanligi kelib chiqadi.

Agar  segmentlarning har biri o’zidan keyingisini saqlasa, u ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligi deyiladi.




Natija. Agar ichma-ich joylashgan  segmentlar ketma-ketligi uchun bo’lsa, u holda segmentlarning chap uchlaridan tuzilgan () va o’ng uchlaridan tuzilgan (bn) ketma-ketliklar bitta limitga ega va bu limit barcha segmentlarga tegishli yagona nuqta bo’ladi.






Isbot. 1) () o’suvchi, (bn)  kamayuvchi, 2) barcha lar uchun   3)  bo’lganligidan isbotlangan teoremaga binoan  bo’ladi.




Bu limitni s deb olsak, (a) o’suvchi, (b)   kamayuvchi bo’lganligidan barcha nN lar uchun   kelib chiqadi.

 e soni.   o’zgaruvchinig limiti mavjudligini ko’rsatamiz.

Buning uchun  o’zgaruvchini tekshiraylik. Bu ketma-ketlikni kamayuvchi ekanligini ko’rsatamiz:











Bernulli tengsizligiga asosan  ekanligini hisobga olsak, yahni uu tengsizlik kelib chiqadi. Ikkinchi tomondan barcha nN lar uchun    bo’lganligidan u quyidan chegaralangan. SHunday qilib, u  kamayuvchi va quyidan chegaralanganligi uchun  u  chekli limitga ega.  tengsizlikdan chekli lim mavjud ekanligi kelib chiqadi. Bu limit ye  orqali belgilanadi.[footnoteRef:2] [image: ][image: ] [2:  Claudia Canuto, Anita Tabacco Mathematical analysis. I. Springer-Verlag. Italia, Milan. 2008.-    71-72p] 


1-misol.  ketma-ketlikning limitini toping.












Bundan barcha nN  larda   ekanligi kelib chiqadi. Bu ketma-ketlikning kamayuvchi ekanini ko’rsatadi. Barcha   ekanligidan ()=() ketma-ketlikning chekli limitga ega ekanligini kelib chiqadi. Uni  bilan belgilasak,    dan  bo’lib,  kelib chiqadi. Demak,    ekan.


2-misol.     o’zgaruvchining limitini toping, bu yerda a>0.




Bu yerda   bo’lib, barcha larda , yahni () ketma-ketlik o’suvchi.

Endi matematik induktsiya yordamida () ketma-ketlikni yuqoridan chegaralangan ekanligini ko’rsatamiz.




Ravshanki, , n=k  uchun     deb faraz qilib,  ekanligini ko’rsatamiz:  








 Demak, barcha nN lar uchun . Yuqoridagi teoremalarga binoan (x) ketma-ketlik chekli limitga ega. Uni b desak,  tenglikdan  lim kelib chiqadi. Bundan  kelib chiqadi. Bu tenglikdan b  ni topsak,   kelib  chiqadi. SHunday qilib,  ekan.[footnoteRef:3] [3:  Claudia Canuto, Anita Tabacco Mathematical analysis. I. Springer-Verlag. Italia, Milan. 2008.-    71-72p] 
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