[bookmark: _GoBack]15- Mavzu: Darbu yig‘indilari va ularning xossalari. Aniq integralning mavjudlik sharti. Integrallanuvchi funksiyalar sinflari
Reja:
1.Darbu   yig’indilari   va  ularning  xossalari.
2.Aniq   integralning  mavjudlik  sharti 
3.Integrallanuvchi  funksiyalar  sinfi.

f(x) funksiya [a;b] da aniqlangan va chegaralangan bo‘lsin. [a;b] ning biror n bo‘linishini olib, quyidagi belgilashlarni kiritamiz:


          mk = f(x),       Mk = f(x)                      (1)  



          S(n)=mkxk ,      (n)= Mkxk                             (2)                                  
Bunda (2) yig‘indilar mos ravishda Darbuning quyi va yuqori  yig‘indilari deb ataladi. Funksiyaning chegaralanganligidan mk va Mk ning mos kesmada mavjudligi ravshandir. Umuman aytganda, (2) yig‘indilar integral yig‘indi bo‘lmaydi, chunki mk va Mk funksiyaning qiymatlari bo‘lmasligi mumkin (agar f(x) uzluksiz funksiya bo‘lsa, (2) yig‘indilar f(x) funksiyaning integral yig‘indilari bo‘ladi).
Darbu yig‘indilarining uchta asosiy xossasi mavjud.
(I)  Har qanday n bo‘linish uchun  

                         S(n)  S(n) (n)
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. 


Isboti.  Ixtiyoriy  [xk-1,xk]  uchun  mk f()Mk ,       




S=    =. 

Shuni ta’kidlash lozimki, berilgan n bo‘linish uchun Darbuning quyi va yuqori yig‘indilari yagona bo‘ladi, lekin integral yig‘indi, har bir qism kesmadan  nuqtalarni tanlash evaziga cheksiz ko‘p bo‘ladi.
(II) [a;b] ning bo‘linish nuqtalari sonini oshirish natijasida quyi yig‘indilar kamaymaydi, yuqori yig‘indilar esa o‘smaydi. [image: ][footnoteRef:1] [1:  C.Canuto, A.Tabacco mathematical analysis I 2008 -320page
] 


Isboti.  [a;b]  ning n bo‘linishi uchun quyi yig‘indi S1 bo‘lsin. Endi bo‘linish nuqtalarni ortiramiz. Masalan, [xk-1,xk] ni  nuqta yordamida ikkiga bo‘lamiz. Hosil bo‘ladigan yangi quyi yig‘indini S2  deb belgilaymiz. 


S1= +mk xk+,




S2= +mk’(-xk-1)+mk”(xk-)+  ,



bunda mk’=f(x), mk”=f(x).
Ma’lumki, to‘plamning aniq quyi chegarasi qism to‘plamining aniq quyi chegarasidan katta emas. Buni e’tiborga olsak, mk’  mk , mk”  mk  va 




mk’(-xk-1)+mk”(xk-)  mk(-xk-1)+mk(xk-)=mk(xk-xk-1)=mkxk 
munosabat o‘rinli.
Demak,  S2  S1 bo‘ladi.
Yuqori yig‘indiga bog‘liq bo‘lgan hol shunga o‘xshash isbotlanadi.
(III) [a;b] ning har qanday bo‘linishidagi quyi yig‘indi har qanday boshqa bo‘linishdagi yuqori yig‘indidan katta emas. 








Isboti.  bo‘linishdagi yig‘indilar S1  va  bo‘lsin,  bo‘linishdagi  yig‘indilarni  S2  va  deb belgilaylik. Endi,  va  lardagi bo‘linish nuqtalarni birgalikda olib, yangi  bo‘linishni va unga mos  S3  va   larni hosil qilamiz. 
(II) ga ko‘ra  

		S1  S3 va  ,  

(I) ga ko‘ra   S3 . Shuning uchun 


S1  S3       yoki   S1 . 
Demak, quyi yig‘indilar to‘plami yuqoridan, yuqori yig‘indilar to‘plami esa quyidan chegaralangan bo‘ladi.
 Aniq integralning mavjudlik sharti
Quyida integral mavjud bo‘lishining zaruriy va yetarli shartni keltiramiz. 
Teorema. [a;b] kesmada aniqlangan va chegaralangan f(x) funksiyaning shu kesmada integrallanuvchi bo‘lishi uchun 



(-S())=0                                        (1)
shartning bajarilishi zarur va yetarli.
Isboti. Yetarliligi. (1) shart bajarilgan bo‘lsin. 0 da quyi yig‘indilar {Sn} ketma-ketligi limitga ega bo‘ladi, chunki 0 da bo‘linish nuqtalarining soni ortadi, natijada {Sn} uchun Darbu yig‘indilarining (II) xossasiga ko‘ra

			        


o‘rinli bo‘ladi. Shu bilan birga (III) xossaga ko‘ra  ya’ni {}monoton o‘suvchi hamda yuqoridan chegaralangan ketma-ketlik. Demak, u limitga ega.

Shunga o‘xshash, 0 da yuqorida yig‘indilar ketma-ketligi {} ham limitga ega bo‘ladi. f(x) funksiyaning chegaralanganligi va (1) shartdan

 



kelib chiqadi va bunda I-chekli sondir. U holda  tengsizlikka ko‘ra oraliqdagi o‘zgaruvchi  ham o‘sha limitga ega bo‘ladi. Demak, chekli  limit mavjud ekan.






Zarurligi. f(x) funksiya [a;b] da integrallanuvchi bo‘lsin, ya’ni  bo‘lsin. Bu holda ixtiyoriy  > 0 uchun shunday  son topiladiki,  bo‘lganda  bo‘ladi. Yuqoridagi I limit integral yig‘indi  da qatnashgan  nuqtalarni tanlash usuliga bog‘liq bo‘lmaganligi hamda mk va Mk lar f(x) funksiya qiymatlari to‘plamining aniq quyi va aniq yuqori chegaralari bo‘lganligi sababli

	



tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Bundan  yoki  bo‘lganda  kelib chiqadi. Oxirgi tengsizlik esa (1) shartning bajarilishini ko‘rsatadi.

 Integrallanuvchi funksiyalar sinflari
1-teorema. Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda funksiya shu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.
Isboti. Kantor  teoremasiga  ko‘ra  f(x) funksiya [a;b] kesmada tekis uzluksiz bo‘ladi, ya’ni  ixtiyoriy >0 uchun shunday >0 son topilib, |x’-x”|< tengsizlikni qanoatlantiruvchi va [a;b] kesmaga tegishli bo‘lgan barcha x’, x” lar uchun
                       |f(x’)-f(x”)|<
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.






f(x) funksiya har bir [xk-1,xk] da uzluksiz bo‘lgani uchun Veyershtrassning 2-teoremasiga ko‘ra shunday [xk-1,xk] va [xk-1,xk] nuqtalar topiladiki, f()=mk, f()=Mk bo‘ladi. xk-xk-1 tengsizlik o‘rinli. Agar <  deb olsak, tekis uzluksizlikka ko‘ra  <  bo‘ladi. Bu holda 


0<<.
Shunday qilib, <  bo‘lganda 

                           0<<(b-a)

bo‘lib, >0  ixtiyoriy bo‘lganidan =0 tenglikning, ya’ni funksiya integrallanuvchi bo‘lishining zaruriy va yetarli sharti  bajarilishi kelib chiqadi. Demak, f(x)  funksiya [a;b] kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

Ushbu y=x2-1, y= funksiyalar  [1;2]  kesmada integrallanuvchi bo‘ladi, chunki ular bu kesmada uzluksiz.

Aksincha,    funksiya [0;1]  kesmada chegaralanmagan va uzilishga ega. Funksiya chegaralanmaganligidan uning [0;1] kesmadagi integrali mavjud emasligi kelib chiqadi.
Yuqoridagi teoremaga asosan kesmada aniqlangan uzluksiz funksiyalar sinfi integrallanuvchi bo‘lar ekan. Bu sinfni ma’lum ma’noda kengaytirish mumkin. Buning uchun [a;b] da chekli sondagi uzilish nuqtalariga ega bo‘lgan chegaralangan funksiyalar sinfini ko‘rib o‘tamiz. 
f(x) funksiya [a;b]   kesmada chegaralangan bo‘lsin. 

		
belgilarni kiritib, quyidagi

		
sonni f(x) funksiyaning [a;b] kesmadagi tebranishi deb ataymiz. U holda    [xk-1;xk], k=1,2,…,n kesmalardagi funksiyalarning tebranishini k orqali belgilasak,    k=Mk-mk   va 

	
bo‘lganligi uchun integral mavjud bo‘lishining zaruriy va yetarli shartini quyidagicha yozish mumkin bo‘ladi:

								(1)
2-teorema. Agar [a;b] da chegaralangan f(x) funksiya shu kesmada chekli sondagi uzilish nuqtalariga ega bo‘lsa, u holda f(x) funksiya integrallanuvchi bo‘ladi.
Isboti. f(x) funksiyaning uzilish nuqtalari c1, c2, … , ck bo‘lsin. Ixtiyoriy kichik >0 olamiz va har bir uzilish nuqtasining uzunligi  dan kichik bo‘lgan
	(c1-1; c1+1),       (c2-2; c2+2), … , (ck-k; ck+k)
atroflarini ajratib olamiz.




[a;b] kesmadan bu oraliqlarni chiqarib tashlasak, k+1 ta kesma qoladi. Ularning har birida f(x) funksiya uzluksiz, hamda Kantor teoremasiga ko‘ra tekis uzluksiz funksiya bo‘ladi. Shuning uchun uzilish nuqtalarni o‘rab oluvchi atroflarning tashqarisida yotuvchi oraliqlar uchun shunday  mavjudki, ulardan olingan va  tengsizliklarni qanoatlantiruvchi  va  lar uchun


tengsizlik bajariladi. Endi 



belgilashni kiritib, [a;b]  kesmani uzunligini  dan kichik bo‘lgan , j=1, 2, … , n qismiy oraliqlarga bo‘lamiz. Shunda 2 xil oraliqlarga ega bo‘lamiz:
1) 
uzilish nuqtalarini o‘rab oluvchi atroflarning tashqarisida yotuvchi oraliqlar – ularda funksiyaning tebranishi  bo‘ladi.
2) ajratilgan atroflar bilan umumiy nuqtalarga ega bo‘lgan oraliqlar – bu oraliqlarda funksiyaning tebranishi M-m=[a;b] dan katta bo‘la olmaydi.

Shunday qilib,  ni yuqoridagi ikki xil qismiy oraliqlarga mos ravishda guruhlab, ikkita yig‘indiga ajratamiz:

.
Bunda



,

chunki 2-xil qismiy oraliqlardan (cj-j; cj+j) da to‘la joylashganlarning uzunliklari yig‘indisi k dan kichik, qisman yotganliklariniki 2k dan kichik bo‘ladi. Shuning uchun, agar  bo‘lsa,



   ya’ni  da  va (1) shartga ko‘ra f(x) funksiya berilgan kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.
3-teorema. Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada monoton bo‘lsa, u shu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

Isboti. Aniqlik uchun f(x) o‘suvchi funksiya bo‘lsin.  Ixtiyoriy >0 son olib, unga ko‘ra >0 sonni quyidagicha aniqlaymiz: .




So‘ngra [a,b] kesmani  bo‘ladigan  bo‘linishiga mos Darbuning quyi  va  yuqori yig‘indilarini tuzamiz. U holda 



-=





+



 bo‘ladi. Demak, funksiya integrallanuvchi bo‘lishining zaruriy va yetarli sharti  -< bajariladi. Bu esa qaralayotgan funksiyaning integrallanuvchi ekanligini bildiradi. 
	Chegaralangan va kamayuvchi funksiyaning integrallanuvchi ekanligi yuqoridagi kabi isbotlanadi.

Misol.  funksiyaning [1,2] kesmada integrallanuvchi ekanligini asoslang.
Yechish. Bu funksiyaning integrallanuvchi ekanligini yuqoridagi teoremalardan foydalanib asoslash mumkin.
Funksiya x=1 nuqtada uzilishga ega, qolgan nuqtalarda esa uzluksiz. 2-teoremaga ko‘ra bu funksiya [1;2] da integrallanuvchi bo‘ladi.
	Shuningdek, berilgan funksiya [a;b] da kamayuvchi. Shuning uchun ushbu funksiya 3-teoremaning hamma shartlarini qanoatlantiradi va integrallanuvchi bo‘ladi.
 	1-izoh. Integrallanuvchi funksiyalar sinflarining soni faqatgina chegaralangan uzluksiz, chegaralangan va chekli sondagina uzilish nuqtalariga ega bo‘lgan hamda chegaralangan va monoton bo‘lgan funksiyalar sinflari bilan cheklanib qolmaydi. Uzilish nuqtalari sanoqli to‘plamni (hadlari takrorlanmaydigan ketma-ketlikni) tashkil etadigan chegaralangan funksiyalar sinfi ham kesmada integrallanuvchi bo‘lishini ko‘rsatish mumkin.

	2-izoh. Agar a=b bo‘lsa, ta’rifga ko‘ra har qanday funksiya uchun ushbu   tenglik o‘rinli deb faraz qilamiz.
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Toshmetov O’., Turgunbayev R., Saydamatov E., Madirimov M. Matematik analiz I-qism. T.: “Extremum-Press”, 2015. -312-317 bb.
2. Claudia Canuto, Anita Tabacco Mathematical analysis. I. Springer-Verlag. Italia, Milan. 2008.-    325-328p.
3. Xudayberganov G., Vorisov A., Mansurov X., Shoimqulov B. Matematik analizdan ma’ruzalar. I T.:«Voris-nashriyot». 2010 y. b.
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i) Take a constant f on [a,b]. If ¢ is its value, then my, = My = ¢ for any k, so

(‘id:p:(‘(b~ a)

Sn = Sp

b
whichever n. Therefore / f(@)de = c(b—a)

i1) Consider /() =  over [0,1]. The region 7(x;0,1) is the isosceles right
wnangle of vertices A = (0,0), B = (1,0), C = (1,1) that has area 1. We want
to check the defnite integral of / over [0, 1] gives the same result. Fix n > 1.
Then Az = L and, for k = 0,...,n, @) = £. Since f is increasing, my = z5_,

and My, = a4, so

a,,=izk,.m= 1Z(k—1). sn:i“m
k=1 k=1

k=1

Now Yk is the sum of the first n natural numbers, hence U5 by (3.2). For
k=1

analogous reasons Y _(k — 1) is the sum of natural numbers from 0 (or 1) to

k=1
n—1, and equals 250" whence
_nn-1 _nn+1)
So= g Sh= 5

Taking the limit for n — oo of thdse sequences, we find § for both, o
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